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Zur Theorie der Erzeugung geometrischer Curven. 

(Von Herrn Ä. Olivier in SchaiFbausen.) 



Xsl in einer Ebene eine Curve Ki der w^®° Ordnung gegeben, und 
nimmt man auf derselben einen beliebigen festen Punkt P zum Mittelpunkte 
eines StrahlenbQschels, so kann auf dieser Curve auf unzählig viele verschiedene 
Arten die Basis eines Curvenbüschels der (n — 1)^«° Ordnung festgelegt werden, 
welches zum Strahlenbüschel P projectivisch ist und mit ihm durch den Durch- 
schnitt der entsprechenden Elemente die gegebene Curve Ki der n^^^ Ordnung 
erzeugt. Hierbei ist nun die Beantwortung der Frage von Interesse : „Welchem 
allgemeinen Gesetze die Basen der unzählig vielen zum Strahlenbfischel P 
projectivischen Curvenbüschel* der (w— l)^'* Ordnung unterworfen sind?" — 

Ganz entsprechend kann auf einer Curve der h^^^ Ordnung die Basis 
eines Kegel schnittbflschels willkürlich angenommen und nach dem Gesetz ge- 
fragt werden, dem die Basen der unzählig vielen projectivischen Curvenbüschel 
der (n — 2)*®° Ordnung unterworfen sind. 

Die Beantwortung dieser beiden Fragen bildet den eigentlichen Gegen- 
stand dieser Abhandlung; zugleich werden aber aus den folgenden Untersu- 
chungen einige merkwürdige allgemeine Eigenschaften der Curven hervorgehen. 

I. 

a) Die gegebene Curve Ki der f^^^ Ordnung sei durch die ln[n + S) 
Punkte 

6}6J...6*; aia2...a2«-i; P 
bestimmt, wobei p den Werth 

besitzt. Ich nehme nun den willkürlichen Punkt P auf Ki zum Mittelpunkte 
eines Strahlenbüschels, und bezeichne mit (TiTo)! irgend eines von den un- 
zählig vielen Curvenbüscheln der {n—iy^^ Ordnung, welches mit dem Strahlen- 
büschel P projectivisch ist und mit ihm durch den Durchschnitt entsprechender 
Elemente die Curve /Ti erzeugt. Um dieses eine Curvenbüschel (TiTj)! genauer 
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2 Olivier, zur Theorie der Erzeugung geometrischer Curcen. 

festzustellen, dürfen von den -^nin + S) gegebenen Punkten der Curve jfiT, 

willkürlich als Basispunkte dieses Curvenbfischels ausgewählt werden; ich 
nehme hierzu die Punkte 

616^.. .6; 

und nenne sie die Grundpunkte des CUrvenbüschels (TiT^)!. 
Die übrigen 

(«-1)'-;?= J(«-lX«-2)=« 

Basispunkte des Curvenbflschels (TiTs)! sind alsdann als unbekannte Punkte der 
Curve Kl aufzufassen und müssen durch die Bedingung ermittelt werden: dass 
das Curvenbüschel (TjTs)! zum Strahlenbüschel projectivisch sein soll. 
Ich bezeichne diese 

unbekannten Basispunkte des Curvenbüschels {TiT2)i mit 

ji ^2 • • • y«— 2 II y»— 1 • • • y * 

und nenne sie zusammen den Basisrest des Büsöhels. Der Doppelstrich trennt 
hierbei die eigentlich unbekannten Basispunkte des Curvenbüschels von den 
sogenannten nothwendigen Punkten desselben, welche mit jenen von selbst 
bestimmt sind. 

Um nun die unbekannten Basispunkte 

y{yJ. .»L^llyi-i. .yJ 

des Curvenbüschels {TiT2)i zu finden, ist das anharmonische Verhfiltniss des 
Curvenbüschels 

(A{ 61 . . . 6i»{ »2 . . . yi-2 II yi-l . . yj) [«1 »2 . . «2n-l] 

gleich zu machen dem anharmonischen Verhältnisse des Strahlenbüschels 

P [oi a, . . . Oj««,] ; 
dadurch werden die beiden Gebilde projectivisch: 

P[aia2...a2,_i] 7\"(616^.6^y]y^..yL2||yLi.-yJ)[«i»2-.-«i«^^^ 

und erzeugen durch den Durchschnitt ihrer entsprechenden Elemente die ge- 
gebene Curve jfiTj. 

b) Durch den gegebenen Punkt P auf Ki lege ich nun eine beliebige 
Hülfscurve jRTi? ebenfalls von der n^^^ Ordnung; dieselbe trifft Ki ausser im 
Punkte P noch in den (w^— 1) Punkten 
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Auf dieser Curve K2 nehme ich ferner die 

p = iii(»— 1) 
beliebigen Punkte 

als Grundpunkte eines Curvenbüschels (T1T2J2 der (»—!)*«'* Ordnung an, welches 
wieder mit demselben Strahlenbflschei P projectivisch ist und mit ihm in ähn- 
licher Weise durch den Durchschnitt entsprechender Elemente die Curve £2 
erzeugt, wie vorhin das Curvenbüschel (TiT?)! mit P die Curve /T,. 

Aus der gleichzeitigen Projectivilät der beiden Curvenbüschel {T^T^i 
und (T|72)2 mit demselben Strahlenbflschei P folgt nun noth wendig auch die 
Projectivilät der beiden Curvenbflschel (TiTj)! und {TJ'2)2 unter sich; welche 
daher durch den Durchschnitt ihrer entsprechenden Elemente eine gewisse 
Curve 2 der (2«— 2)^° Ordnung erzeugen werden. 

Diese Curve 2 geht durch die {n^—\) Schnittpunkte 

von Ki und K^ (ausser P); ferner durch die Grundpunkle 

b\b\..,bl; b\b\...bl 

der beiden Curvenbflschel (Tir2)i und (ri72)2. Die Zahl dieser Punkte beträgt 
zusammen 



«^-l+2p = 2«'-ii+l = i(2«-2)(2«-2 + 3), 

also gerade so viel, als zur Bestimmung der Curve JS* der (2i»— 2 j^i^ Ordnung 
erforderlich sind. Nun wird aber die Curve 2 der (2ii— 2)^^ Ordnung, 
welche durch die Punkte 

C| C2 • • • c^L| , Ui U2 » * • Up ^ Ui U2 • ' • Up 

vollkommen bestimmt ist, nicht nur durch die Grundpunkte 

b[ bl ... b'p 

bl bl ... bl 
der beiden Curvenbflschel (rir2)i und (7i72)2, sondern durch alle Basispunkte 
derselben gehen, also insbesondere auch durch die Basisreste 

y\y2''yL7 || »Li-y! 
yiyl-yl^ II yl-i-^yl', 

von denen der erste auf Ki und der zweite auf K2 liegt. Da es nun aber 
fflr ein Curvenbflschel {TiT2)i der {n—l)^^ Ordnung bei gegebenen Grund- 
punkten nicht nur einen einzigen Basisrest zu geben braucht, d. h. da das 

1* 
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Problem der Curvenerzeugung durch eia Strahlenbüschel und projectivisches 
Curvenbüschel der («— 1)*®*^ Ordnung nicht blos eine, sondern vielleicht mehrere 
Auflösungen besitzt, so darf ich behaupten: Die Curve 2 wird durch alle 
Basisresle derjenigen Curvenbüschel der (»—1)'*''' Ordnung gehen müssen^ welche 
bei gegebenen Grundpunkten mit einem Strahlenbüschel, dessen Mittelpunkt eben- 
falls ein gegebener Punkt ist, projectivisch sind und die Curve Ki erzeugen. 

Umgekehrt wird nun aber auch aus der Zahl der weiteren Schnitt- 
punkte der Curve 2 mit K^ auf die Anzahl Auflösungen des Fundamental- 
problems : 

Das anharmonische Verhältniss des Cureenbüschels 

{b\bl...bly\y\...yl_2\\yLi''^y\)[aia^'"(hn^i] 
gleich zu machen dem anharmonischen Verhältnisse des Strahlenbüschels 

P [oi Oj . . . a^H-i] 
geschlossen werden können. 

Nun schneidet die Curve JE der (2ii— 2)*®"^ Ordnung die Curve Ki der 
i|ten Ordnung ausser in den Punkten 

nur noch in 

Punkten, also genau in so vielen, als der Basisrest des CurvenbQschels (TiTs)! 
Punkte enthält. Deshalb kann es auch nur eine einzige Auflösung des Fun- 
damenlalproblems geben; oder es gilt der Satz: 

Nimmt man eon den jm(ii + 3) gegebenen Punkten einer Curve K^ 
der n^'" Ordnung einen Punkt P als Mittelpunkt eines Slrahletibüschels u, 

p = Inin-i) 

andere beliebige Punkte als Grundpunkte eines zu P projectivischen Curven-- 
büschels der {n—lj^" Ordnung, so besitzt die Aufgabe: das anharmonische 
Verhältniss des Curvenbüschels 

(6161 ..6i9}ffl...yL2 II yLi.ffl) [öl 02-.. 021^1] 
gleich zu machen dem anharmonischen Verhältnisse des Strahlenbüschels 

woraus die Erzeugung der gegebenen Curve hervorgeht, nur eine einzige 
Auflösung. 
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c) In der vorhergehenden Untersuchung bin ich zu dem Resultate 
gelangt, dass die Erzeugung einer Curve der n^^^ Ordnung durch ein Strahlen- 
bäschel und ein projectivisches Curvenbuschel der (« — 1)*®^ Ordnung in dem 
Falle nur eine einzige Lösung zulässt, wenn der Mittelpunkt ifis Strahlen- 
bäschels als ein bekannter Punkt aufgefasst wird. Zugleich ist aber jetzt auch 
das allgemeine Gesetz erkennbar geworden, dem die Basen der unzählig vielen 
Curvenbuschel der (»~ 1)^®*^ Ordnung unterworfen sind, die mit einem Strahlen- 
büschel, dessen Mittelpunkt der feste Punkt P ist, projectivisch sind und mit 
ihm die Curve Ki der w*®'^ Ordnung erzeugen. 

Um nämlich irgend eine Basis eines solchen CurvenbQschels {T^T^) 
zu erhalten: 

lege ich durch den gegebenen Punkt P auf Ki eine beliebige zweite Curve 
Ä2 der fi^'' Ordnung und durch die (n^ — i) Schnittpunkte 

(ausser P) von K^ und Äi eine beliebige Curve 2 der {2n— 2)'*" Ordnung. 
Diese Curve 2 trifft die Curve K^ ausser in den (»^—1) Schnittpunkten 

von Kl und Ki noch in 

n{2n-2)-{n^-\) = (w~lf 
weiteren Punkten y welche zu Basispunkten eines solchen Curvenbüscheh 
(T1T2) der (n — l)''" Ordnung genommen werden dürfen. 
Wenn aber ausser dem Mittelpunkte P auf K^ noch 

p = 4i»(»-l) 
andere feste Punkte 

gegeben sind, durch welche die Curve 2 gehen soll, so wird 2 die Curve 
Kl in noch 

weiteren Punkten 

ylyl-'ffi-2|l9i-i...9i 

treffen, nämlich in dem Basisrest eines ganz bestimmten Curvenbflschels (TiTs)! 
oder 

(616J...6^y}yl...yi_2||yi-i-..yi) 
der {n—iy^^ Ordnung, das mit dem Strahlenbäschel in P projectivisch ist 
und mit ihm die Curve Ki erzeugt. Da nun die Punkte 



i 
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immer wieder hervorgelien mflssen, unabhängig von der speziellen Wahl der 
Hfllfscurven K2 und JS, wenn nur JS durch die festen Punkte 

gelegt wird, so entspringt daraus der folgende Satz: 

Legt man durch einen Punkt P auf einer Curve K^ der 1»''" Ordnung 
beliebige Cureen 

ebenfalls eon der n^^" Ordnung^ und durch die (n^-^i) Schnittpunkte eon 
jeder dieser Curt>en mit Ki (ausser P) beliebige weitere Curven 

der (2II--2)'*''* Ordnung, die sich in denselbeti 

p = ^ii(«— 1) 
Punkten 

auf Kl treffen sollen, so treffen sich aUe diese Cureen 



• • • 



•*-i9 '^2^ '^i't 

in noch weiteren 

s = ,^(ii-l)(»-2) 

Punkten 

fflff2...ffL2l|yLi ...yl 

auf der Curee Ki ; diese Punkte bilden nämlich den Basisrest eines Curven-- 

biischels (TiT2)i oder 

(6, 62 . . . 6pSfiy2. . .y«_2 II Vn-i . • . yj 
der (11— ly^" Ordnung, das projectivisch ist mit einem .Strahlenbüschel in 
P und mit demselben die Curee Ki erzeugt. 

d) Die Resultate der bisherigen Untersuchung, insbesondere der letzte 
Satz, führen noch zu vielen weiteren Folgerungen, von denen ich hier nur 
noch die folgenden hervorheben will. 

Es seien /G, jRTs, K3 drei durch einen Punkt P gehende Curven der 
uten Ordnung, die sich paarweise noch in {n^—i) weiteren Punkten treffen 
werden, nämlich £2 und A3 in den Punkten 



Kl und K3 in den Punkten 



*1 *2 • • • ^n«— I 9 



2 2 2 

f 1 €0 . . . €^a_| 



und endlich Ki und K2 in den Punkten 



*1 *2 • • • *«•«— I 
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Auf Kl nehme ich nun noch die 

p = U(fi-l) 
willkürlichen Punkte 

61 b\... b\, 
entsprechend auf Ä2 die Punkte 

b\b\...bl 
und endlich auf K^ die Punkte 

b\b\...bl. 
Alsdann bestimmen die Punkte 

eine Curve -2*1 der (2ii — 2)*®'* Ordnung; desgleichen bestimmen die Punkte 

C| C2 . . . c^« I ^ C/| C/2 • • • t'p 5 l/| 1/2 • • • t'M 

eine Curve J^2 und die Punkte 

eine Curve -2*3, beide ebenfalls von der (2«'-2)*®° Ordnung. 

Nach dem vorhergehenden Satze in e) schneiden sich nun JS2 und ^3 
in noch 

weiteren Punkten 

auf /G; ebenso JS^ und ^3 noch in den Punkten 

2 T 2 

ffiyi ...ff. 

auf jRr2 und endlich ^j und ^2 noch in den Punkten 

auf JK3. Nun betrachte ich einmal das durch die beiden Curven K2 und K^ 
festgestellte CurvenbQschel (Äj A3) der n^^^ und das durch die beiden Curven- 
bflschel -2*2 und -2*3 festgestellte Curvenbflschel (-2'2-2'3) der (2«— 2)^° Ordnung. 
Eine kleine Ueberlegung lehrt alsdann, dass diese beiden Curvenbflschel {K2K^) 
und (^2^3) als Zeugungsbüschel des durch die beiden anderen Curven K^ und 
-2*1 dargestellten zusammengesetzten Ortes (Ä'i + -2'i) der (3«— 2)*®'^ Ordnung 
auftreten; d. h. die beiden Curvenbüschel (^2^3) und (-2*2^2*3) sind projectivisch, 
und ihr Erzeugniss ist der zusammengesetzte Ort (ifi + ^i). 

In der That, die Basis des Curvenbüschels (KiK^) besteht aus den Punkten 

M C|^ C2 • • • c„3 I 

und die Basis des Curvenbüschels (^2^3) einerseits aus den Punkten 

b\bl.,.bly\y\.. .yl 

4 
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und andererseits noch aus 

(2»-2)^~i«(«-l)-K»-l)(«-2) = 3(11-1)^ = r 
in der Ebene liegenden Punkten 

Nun fallen von dem Curvenbflschel (Ä2Ä3) der Punkt P auf K^ und die flbrigen 
Punkte 

«"l «2 • • • *^«»— 1 

auf JS'j; ebenso fallen vom Curvenbflschel (-2*2-2*3) die Punkte 

b\b\..,bly\y\,.,y\ 
auf A'i; endlich schneiden sich aber auch noch die entsprechenden Curven £2 
und .2*2, K^ und 2^ auf dem zusammengesetzten Ort {Ki-^-S^. Dieses zu- 
sammen ist aber hinreichend, um die Richtigkeit der obigen Behauptung zu 
erweisen, und ich kann also in der That die beiden Curvenbflschel {K^K^) 
und (-2*2-2*3) als projectivisch und den zusammengesetzten Ort (Ki+-2'i) als 
ihr Erzeugniss auffassen. 

Die nothwendige Folge davon ist nun, dass die flbrigen 

r = 3(w-l)' 
Basispunkte 

0C| (^2 • • • (tj. 

des Curvenbuschels (-2*2 -r3) auch noch auf den erzeugten Ort (ä'i+-2*a), oder 
wie es hier nicht anders sein kann, auf -2*1 fallen müssen. Mit anderen Worten: 
die drei Curven 



gehen durch dieselben 



Punkte 



1^ -^29 



r = 3(11-1)' 



«iCfj. . .«;. 



der Ebene. 

Aus dieser Darstellung entspringt folgende merkwflrdige allgemeine 
Eigenschaft der geometrischen Curven: 

Schneiden sich in einer Ebene drei Curven 

der w^^" Ordnung in demselben Punkte P, und ausserdem K^ und Äs noch 
in den Punkten 



Kl und lu in den Punkten 






"2 7 2 
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endlich K^ und K^ in den Punkten 

«l *2 • • • *«>— 1 9 

und nimmt man auf Ki die beliebigen 

p = \n{n-l) 

Punkte 

blb\...bl, 
auf Ä2 die beliebigen p Punkte 

b]bl...bl 
und endlich auf K^ die beliebigen p Punkte 

b\b\...bl, 
80 treffen sich die drei Cureen 

JE ^ ^ 

der (2« — 2)^*'" Ordnung , welche bezüglich durch die Punktsysteme 

*1*2' ••**»«— 19 l/i 1/2 • • • t/p , O1U2, , .Op 
*1 «2 • • • *n»— l 9 «'i t/2 • • • t/p , OiU2» • »Op 



C| «2 • • « c„i i ^ Ui C/2.» • • Up 9 C/j C/2 • • • Up 



bestimmt werden^ paarweise noch in 

s = |(,g-l)(n-2) 
weiteren Punkten ^ die beziehungsweise auf die Cureen K^^ £2, £3 iSff 
liegen kommen. Es treffen sich nämlich ^2 und 2^ in den Punkten 



y\ »1 • • y\ 



auf Ki; 2i und 2^ in den Punkten 



22 2 

yi »2 . • . yl 



auf Ki^ und endlich 2^ und 2, in den Punkten 



y\y\yl 



auf £3. Zugleich gehen aber auch noch alle drei Cureen 



durch dieselben 



Punkte 



^ ^ ^ 



r = 3(»-l)' 



«1 ry2 • • • ^i 



der Ebene. 
Daraus folgt z. B. für n = 2 : 

Schneiden sich drei Kegelschnitte 

£,, Ä2, A3 
ausser im Punkte P pcMrweise noch in den Punkten 

Journal mr Mathematik Bd. LXXI. Heft 1. 2 
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f^ ** p* 

ti tj ^3 

2 2 2 
6i €2 *3 

und nimmt man auf Ki einen Punkt 6}, auf K^ einen Punkt b\^ endlich 
auf A3 einen Punkt b\ beliebig an, so gehen die drei Kegelschnitte 

welche bezüglich durch die Punktsysteme 

e\ e\ eU b]; b\ 



^1 ^2 ^3 
*^ i^ f^ 

*1 *2 *3 



61; 6? 
61; b\ 



bestimmt werden, durch dieselben drei Punkte 

der Ebene. 
Aehnliche Sätze folgen aus dem allgemeinen Theorem fQr die Curven der 
dritten, vierten Ordnung u. s. w. 

li. 

e) Eine entsprechende Untersuchung wie in I. l&sst sich durchführen, 
indem man auf einer gegebenen Curve Ki der n^^^ Ordnung vier beliebige Punkte 

als Basis eines Kegelschnittbfischels (8182) annimmt. Alsdann giebt es un- 
zählig viele Curvenbaschel (7172) der («— 2)^«" Ordnung, welche mit jenem 
Kegelschnittbflschel projectivisch sind und mit ihm durch den Durchschnitt der 
entsprechenden Elemente die gegebene Curve K, erzeugen. Da nun die Methode, 
nach welcher die Untersuchung zu führen ist, vollkommen mit der in I. über- 
einstimmt, so werde ich mich in der Folge auf die Angabe der Resultate be- 
schränken. 

Die Curve K^ sei wieder durch die ^n(n + 3) Punkte 

61 62 • • • *p; a, »2 . - . Ö4n-7; PiP2^3^4 

gegeben, wobei jetzt 

P = i(»-2)(fi-3) 
ist. Das Problem der Curvenerzeugung durch ein Kegelschnittbflschel und 
projectivisches Curvenbüschel der (^ — 2)^^" Ordnung kommt alsdann auf die 
Aufgabe zurück: 

Das anharmonische Verhältniss des Cureenbüschels 

(6I6i...6i»l»2...y2n-5||yi,-4...yi)[fliö2...fl4,-7] 
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gleich zu machen dem anharmonischen Verhältnisse des Kegelschnittbüschels 

(Fl P2 Pz Pa) [ai «2 . . . 04^-7]. 
Darcb Anwendung einer Hfllfscurve K2 der n^^^ Ordnung, gelegt durch 

die vier Punkte 

1 1 1 2 Pz P\ 9 

und einer zweiten Hülfscurve 2 der (2w— 4j^®^ Ordnung, gelegt durch die 
weiteren Schnittpunkte 

£j f 2 • • • ^M«— 4 

von Kl und K2 und durch die Grundpunkte 

b\b\...bl^ b\b\...bl 
auf diesen Curven, ergiebt sich dann der Satz: 

Nimmt man von den ln{n + 3) gegebenen Punkten einer Curee der 
h'^ Ordnung die eier Punkte 

PiP^PzP, 

zu Bcksispunkten eines Kegelschnittbüschels {8^82) und 

p = K«-2}(«-3) 
andere beliebige Punkte als Grundpunkte eines zum Kegelscknittbüschet 
projectieischen Cureenbüschels (TiTj) der (« — 2/*^" Ordnung, so besitzt 
die Aufgabe: Das anharmonische Verhältniss des Curvenbüschels 

{b\ 6] . . . bl,y\y\ . ..y]^s \\ yL^-^yl) [»102 . • . ö*«-?] 
gleich zu machen dem anharmonischen Verhältnisse des KegelschnittbUschels 

(Fl F2 F3F4) [a, »2 . . . a^^y] , 
nur eine einzige Lösung. 

Ferner ist das Gesetz, dem die Basen der unzählig vielen Curven- 
bfischel (T1T2) der {n—2)^^ Ordnung unterworfen sind, die mit dem festen 
Kegelschnittbfischel (S11S2) projectivisch sind und mit ihm die Curve Ki er- 
zeugen, in dem folgenden Satz enthalten: 

Legt man durch die mer Basispunkte 

P^P^PzP. 

eines Kegelschnittbüschels {S^Si)^ welche auf einer Curve K^ der n^^" 
Ordnung liegen, eine beliebige Curee K2 der n''" Ordnung und durch die 
weiteren Schnittpunkte 

dieser beiden Curven K^ und K2 eine Curve -S der (2«— 4)'*^" Ordnung, 
so trifft diese Curve 2 die Curve Ki noch in 

ii(2ii-4)-(»'-4) = (11-2)' 

2» 
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anderen Punkten, welche zu Basispunkten eines solchen Cureenbüschels 

(T1T2) der («— 2)'^" Ordnung genommen werden dürfen, das zum Kegel- 

schnittbüschel (S1S2) projecUeisch ist und mit ihm die Curve Ki erzeugt. 

Endlich ergiebt sich noch aus der vollkommenen Willkflrlichkeit der Hülfs- 

corve £2 nnd der darauf gewählten Grundpunkte der weitere Satz: 

Legt man durch die mer festen Punkte 

Pi P2 P, P. 

auf einer Curee Ki der «'"* Ordnung beliebige Curven 

"^2^ A3, /i4, • • • ^ 

ebenfalls eon der ti^" Ordnung, und durch die (»^—4) Schnittpunkte eon 
jeder dieser Cureen mit K^ (ausser Pi^ P'i'iPz'i PO beliebige weitere Cureen 

-^M "^2^ ^Zt • • • 

der (2«— 4)'"* Ordnung, die sich in denselben 

p = l(f*-2)(i.-3) 
Punkten 

b\b\...b\ 
auf Kl treffen sollen, so treffen sich alle diese Curven 

in noch weiteren 

s = ^{n^\)ln-2) 
Punkten 

y\ »1 . . . yi„-5 II y\n^ . . . yJ 

auf der Curee K^^ die nämlich den Basisrest eines ganz bestimmten 
Cureenbüschels (rir2)i oder 

{b\bl...bl,y\yl...yi^^^\\y'2.^^...yl) 
der (n— 2)'^" Ordnung darstellen, das projectieisch ist mit dem Kegelschnitt- 
büschel {S1S2) oder 

(PiP^P.P.) 
und mit ihm die Curve K^ durch den Durchschnitt der entsprechenden 

Elemente erzeugt. 

f) Von den vielen Folgerungen, die aus diesen Sätzen, insbesondere 
aus dem letzten Satz, gezogen werden können, will ich auch hier nur der- 
jenigen gedenken, die sich auf drei durch dieselben vier Punkte der Ebene 
gehende Curven 

Ä|, Ä29 A3, 
der n^^ Ordnung beziehen. 



• • • 
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Von den drei Curven Ä',, Ä.^ K^ treffen sich Äj und A3 in noch («^—4) 
weiteren Punkten 

*1 *2 • • • *^«J— 4 9 

ebenso /fi und ififa in den Punkten 

21 2 

€i t) • • • ^11' I 

und endlich Ki und iKj in den Punkten 

Auf jeder dieser drei Curven 

nehme ich alsdann noch 

willkflrliche Punkte an, welche bezuglich 

61 6{ ... 6; 

b]bl.,,bl 
b]bl...bl 
heissen sollen, so dass durch die drei Punktsysteme 

€| €2 • • • ^ni 4 \ Ol Ü^ • , m Up ^ Öl U2 • • . Op 

ti 1-2 .. . *nJ_4 ^ Ui Ui . . • Up^ Ui U2 ' » ' Up 
*1 *2 . • . *««— 4 t Ui Ü2 ' * • Up^ Ui U2 • » • Up 

die drei Curven 

der (2«— 4)^«" Ordnung bestimmt werden. Diese drei Curven schneiden sich 
paarweise (^2 und ^3; 2i und J^3; 2i und ^^2) in den 

Punkten 





y\ 


y\ • • • 


yl 




y\ 


J^2 . . . 


yl 




y\ 


yl • . 


yt^ 


die bezäglich auf die drei 


Curven 








K,, 


Ä2, 


K, 


fallen. Ausserdem gehen 


diese drei Curven 




-^■., 


-2-a, 


-2", 


auch noch durch dieselben 










r = 


= 3(«- 


-2)* 


Punkte 










«1 


Cj . . . 


«i- 


der Ebene. 
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Dies giebt sasammengefasst folgendes Theorem: 
Schneiden eich in einer Ebene drei Cureen 

der n^^" Ordnung in denselben vier Punkten 

-■ 19 *2'i Pz^i '«49 

so treffen eich £2 und K^ noch in den Punkten 

Kl und Kl noch in den Punkten 

22 2 

€1 f 2 . . . *„i_4 9 

endtich Kl und K2 in den Punkten 

c j C2 • • • ^||S__4 • 

Nimmt man nun auf Ki die beliebigen 

P = i(«-2)(ii-3) 
Punkte 

auf K2 die Punkte 

bibi . , . bp 

und auf K^ die Punkte 

blbl...bl, 

eo treffen eich die drei Curven 

der (2» — 4)'^" Ordnung, welche bezüglich durch die Punkteffeteme 



j.* jd je* • A^ A' A^ • 
*1 *2 • • • «!•«— 4 9 Ol O2 . • . Up ^ 


b\ bl...bl 


C| C2 • • • C|,a__4f C/| Ui • • . (^«9 


b\bl...bl 


P^Jt' j:* • A* A* A'- 


blbl...bl 


beetimmt werden, in denselben 




r = 3(11 2)^ 





(Xi 012 ' . • (Xr 

der Ebene. Ausserdem schneiden sich auch die drei Curven 

^i 9 -^2 9 -^3 

pcMtrweise noch in 

s = j(»-l)(«-2) 

weiteren Punkten, die bezüglich auf die drei Curven 

jfif, , K2 5 A3 
iu liegen kommen. Es schneiden sich nämlich ^ und 2^ in den Punkten 

Jfl ^2 • • • Jf« 
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auf Kl', ^1 und ^3 in den Punkten 

auf K2 und endlich ^1 und ^2 in den Pfmkten 

y\ yl . • • yl 

auf A3. 
Daraus folgt z. B. fär it = 3 : 

Schneiden sich drei Cureen K^^ K2^ K^ der dritten Ordnung in denselben 
vier Punkten 

80 schneiden sie sich paarweise noch in fünf Punkten 

. *i *j €3 *4 ^5 

2 2 2 *> 2 

*l f] *3 «i fl 

3 ^3 ^3 «3 «3 
Ci C2 C3 C4 C5 . 

Die dadurch bestimmten drei Kegelschnitte 

^ y^ y! 

—1 -^2 -^3 

schneiden sich alsdann in denselben drei Punkten 

«1 «2 «3 

rfer EbenCy während ihre eierten Schnittpunkte bezüglich auf die drei Curten 

Kl K2 K^ 

der dritten Ordnung zu liegen kommen *). 
Aehnliche Sätze für /£ = 4, 5 etc. sind in dem allgemeinen Theorem enthalten. 
Es ist in dieser Abhandlung mehrfach von einem eigenthfimlichen Princip 
Gebrauch gemacht worden, um bei den hier vorgekommenen speciellen Er- 
zeugungen der Curven durch projectivische Gebilde die Zahl der Auflösungen 
zu bestimmen, welche dem jedesmaligen Problem zukommen. Dieses Princip 
ist aber noch einer Erweiterung fähig und kann alsdann ganz allgemein zur 
Bestimmung der Anzahl Auflösungen für jedes beliebige Problem der Curven- 
erzeugung verwendet werden. Ich hoife bei einer späteren Gelegenheit auf 
diesen Gegenstand zurflckkommen zu können. 



*) In der Abhandlung: „lieber einige allgemeine Eigenschaften der geometrischen 
Curven^ im 70. Bande dieses Journals erscheint dieser Satz (Seite 160) als ein spe- 
eieUer Fall einer anderen allgemeinen Eigenschaft der Curven. 

Schaffliausen, im März 1869. 
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Ueber einen Satz von Steiner. 

(Von Herrn Eduard Weyr in Prag.) 



Xm 32^^^^^ Bande, pag. 182 dieses Journals stellt Steiner folgenden Satz 
auf: ,,Eine Curve dritter Ordnung enthält im Allgemeinen 27 solche Punkte P, 
in deren jedem sie von einem Kegelschnitt sechspunktig berührt werden kann. 
Von diesen 27 Punkten sind 9 reell und 18 imaginäres Derselbe wurde von 
Herrn Hesse \m 36»*^'^ Bande, pag. 173 analytisch erwiesen, was im Folgenden 
auf synthetische Weise geschehen soll. 

Sei C^ eine allgemeine Curve dritter Ordnung, die somit von der sechs- 
ten Klasse ist; auf derselben denke man sich vier feste Punkte 1, 2, 3, 4 
und durch diese willkürliche Kegelschnitte gelegt. Jeder dieser Kegelschnitte 
schneidet C^ noch in einem Punktepaar a, b; ai, b^ etc. Fasst man den ersten 

Kegelschnitt nebst der Geraden a^bi (die immer reell sein muss, da, falls Oi 
und bi imaginär werden, sie conjugirt imaginäre Punkte sind) als eine Curve 
dritter Ordnung auf, so hat dieselbe mit C^ die bisher genannten acht Punkte 
gemein; dasselbe gilt bezüglich des von dem zweiten Kegelschnitt und der 

Linie ab gebildeten Ortes dritter Ordnung. Demzufolge haben die drei ge- 
nannten cubiscben Curven auch noch einen neunten Punkt gemeinschaftlich, 

d. h. die Linien ab, a^bi etc. gehen durch einen festen Punkt f^) von C^, sie 
bilden eine Art von Punktinvolution auf derselben. Lässt man die vier Punkte 
1, 2, 3, 4 in einen Punkt 1 von C^ zusammenfallen, so geht das erwähnte 
Kegelschnittbfischel in die Gesammtheit jener Kegelschnitte über, welche in 1 
mit C^ eine vierpunktige Berührung eingehen, und der ausgesprochene Satz 
bleibt noch immer richtig. Was nun den Punkt f betrifft, so gelangt man zu 
demselben durch folgende Betrachtung. Fasst man die Punkte 1 , 2, 3, 4 als 
vier unendlich nahe Punkte der Curve C^ auf, so repräsentirt das System der 

beiden Geraden 12, 34 einen Kegelschnitt, welcher mit C^ in 1 eine vier- 
punktige Berührung hat; schneidet 12 C^ überdies in a, und hat 34 mit C^ 



*) Siehe wegen dieses Satzes die Mittheilung des Herrn Chasles in den Comptes 
rendus der Pariser Akademie, Sitzung vom 30. Mai 1853, wo derselbe seine Erzeugung 
der Curven dritter Ordnung aufstellt. 
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noch den Punkt b gemein, so rouss die Linie ab unsere Curve dritter Ordnung 

in dem Punkte f treffen. Berflcksichtigl man, dass 12 und 34 mit der Tan- 
gente der C^ im Punkte 1 identisch sind, dass daher a und b mit dem Tan- 
gentialpunkte von 1 (d. h. mit dem dritten Punkt, welchen die Tangente in 1 

mit C^ gemein hat) zusammenfallen, und somit ab die Tangente in diesem 
Tangentialpunkte ist, so folgt, dass / nichts anderes als der Tangentiälpunkt 
des Tangentialpunktes von 1 ist. Nennt man denselben den zweiten Tangentiäl- 
punkt voii 1, so hat man folgenden Satz : Legt man alle Kegelschnitte, welche 
mit C^ in einem Punkte 1 eine vierpunktige Berührung eingehen, so schneiden 
dieselben C^ in Punktepaaren a,b; a^^b^ etc., deren Verbindungslinien durch 
den zweiten Tangentiälpunkt f von 1 gehen. Fordert man jenen Kegelschnitt, 
der in 1 mit C^ einen fflnfpunktigen Contact hat, so muss ein Punkt des zu- 
gehörigen Punktepaares nach 1 fallen, d. h. der Kegelschnitt muss durch den 

dritten Schnittpunkt von 1/ und C^ gehen. Demgemäss ergiebt sich Folgendes: 
Berfihrt ein Kegelschnitt eine Curve dritter Ordnung fflnfpunktig, so erb&lt man 
seinen weiteren Schnittpunkt mit der Curve, wenn man den dritten Schnitt- 
punkt der Verbindungslinie des Berührungspunktes und seines zweiten Tan- 
gentialpunktes mit der Curve aufsucht. Soll nun unser Kegelschnitt mit C^ 
in 1 eine sechsp.unktige Berührung haben, so muss auch dieser Schnittpunkt 

nach 1 fallen, d. h. die Linie if muss mit der Tangente der Curve C^ in 1 
identisch sein, und somit f mit dem Tangentiälpunkt von 1 zusammenfallen. 
Soll somit in einem Punkte 1 von C^ an dieselbe ein sechspunktig tangirender 
Kegelschnitt gelegt werden . können, so muss der erste Tangentiälpunkt von 1 
mit dem zweiten identisch sein, d. h. der Tangentiälpunkt von 1 muss ein 
Inflexionspunkt sein. Demgemäss sind die Berührungspunkte der von jedem 
der neun Inflexionspunkte unserer Curve C^ an sie gelegten Tangenten solche 
Punkte 1, oder mit anderen Worten, es sind die Schnittpunkte der harmoni- 
schen Polaren *) der Inflexionspunkte mit C\ Dadurch aber ist der citirte 
Satz erwiesen, weil sich die gegenseitige Lage der so erhaltenen 27 Punkte 
nun genau so untersuchen lässt, wie dies Herr Hesse gethau hat. 



*) Unter der harmonischen Polare eines Inflexionspunktes J verstehen wir den 
Ort seiner harmonischen Mittel bezüglich der Schnittpanktepaare aller durch J gelegten 
Geraden mit der Curve C. 

Prag, 2. Mai 1869. 
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Ueber einige Sfttze von Steiner und ihren Zu- 
sammenhang mit der zwei und zweigliedrigen Ver- 
wandtschaft der Grundgebilde ersten Grades. 

(Von Herrn Eduard Weyr in Prag.) 



Xm 32»^<^° Bande, pag. 182 dieses Journals stellt Steiner folgende Sätze 
auf: ,. Werden in einer Curve dritter Ordnung zwei beliebige Punkte P und Q 
als fest angenommen, wird ferner in derselben ein willkürlicher Punkt A an- 
genommen und die Gerade PA gezogen, welche der Curve zum dritten Male 
in einem Punkte B begegnet, wird sodann weiter die Gerade QB gezogen, 
welche die Curve zum dritten Male in einem Punkte C schneidet, wird ferner 
die Gerade PC gezogen, welche die Curve in einem neuen Punkte D trifft, 
und werden so weiter die Geraden QDE, PEF, QFG, . . . gezogen, welche 
nach der Reihe in der Curve die neuen Punkte E, F^ G^ ... bestimmen, so ent- 
steht ein der Curve eingeschriebenes Polygon ABCDEFG...^ dessen Seiten 
der Reihe nach abwechselnd durch die festen Fundamcntalpunkte P und Q 
gehen, und welches entweder 1^ sich nicht schliesst^ wie lange auch die Con- 
struction fortgesetzt werden mag, oder 2^ sich schliesst und dann eine gerade 
Zahl 2n von Seiten hat. Im letzteren Falle findet folgender Satz statt: 
y^^Wenn dcts Polygon sich schliesst , so schliesst es sich immer und hat stets 
die nämliche Seitenzahl 2n, man mag die erste Ecke A desselben in der Curve 
annehmen^ wo man will.^^ 

Hat eine Curve vierter Ordnung zwei Doppelpunkte P und Q, so lassen 
sich ihr gleicherweise Polygone ABCDEF... einschreiben, deren Seiten ab- 
wechselnd durch jene festen Punkte P und Q gehen, und es findet dasselbe 
Gesetz statt: 

y^y^Dass^ wenn das Polygon sich schliesst , es sich dann immer schliesst 
und dabei die nämliche gerade Seitenzahl 2n hat, man mag die erste Ecke A 
derselben in der Curee annehmen, wo man wilL"^^ 

Obgleich das erste dieser beiden Schliessungsprobleme bereits in seinem 
Zusammenhange mit der Theorie der elliptischen Functionen von Herrn Clebsch*) 



') Bd. 63, pag. 94 dieses Joornals. 
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dargestellt worden ist, so bleibt es doch von Interesse, die obigen Sleinerschen 
Sätze nebst den von ihm hinzugefügten Bemerkungen unabhängig von der Be* 
trachtung transcendenter Functionen zu beweisen und ihren Zusammenhang mit 
den Beziehungen gewisser geometrischer Elementargebilde zu ergründen. 

Wir nennen &wei Grundgebilde ersten Grades zwei und zweigliedrig 
verwandt, wenn jedem Elemente des einen zwei Elemente des anderen gesetZ'^ 
massig zugeordnet sind. Da die Grundgebilde erster Stufe die Punktreihe der 
Strahlen- und Ebenenbüschel sind, so verstehen wir unter dem Worte „Ele- 
ment^^ resp. einen Punkt, einen Strahl oder eine Ebene. Jedes Element eines 
dieser drei Gebilde kann auf verschiedene Arten durch eine einzige Variable 
eindeutig bestimmt werden; am einfachsten geschieht dies wohl dadurch, dasB 
man in dem betreffenden Grundgebilde zwei feste Elemente annimmt und jedes 
Element auf dieselben durch sein Theilverhältniss bezieht. Hat man es mit 
einer Punktreihe zu thun, so versteht man hierbei unter dem Theilverhältnisse 
eines Punktes den Quotienten aus den Abständen desselben von den zwei 
Fundamentalpunhten, während man bei einem Büschel das Yerhältniss der 
Sinus der Winkel eines Elementes gegen die zwei festen Elemente sein Theil- 
verhältniss nennt; hierbei sind sowohl die Strecken, als auch die Winkel- 
grossen mit ihrem richtigen Zeichen einzuführen. Haben wir nun zwei ein- 
förmige Grundgebilde S und 2^ und bestimmen wir ihre Elemente durch die 
Theilverhältnisse x resp. §, so werden dieselben unserer Definition gemäss 
dann zwei und zweigliedrig verwandt heissen, wenn zwischen den Theilver- 
hältnissen entsprechender Elemente eine Relation von der Form 

besteht und umgekehrt. Es ist daraus klar, dass einem reellen Elemente auch 
zwei imaginäre Elemente entsprechen können, wesshalb die Zulassung von 
imaginären Gebilden hier von selbst geboten ist. 

Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, wollen wir uns unter S 
und JS zwei Strahlenbüschel in derselben Ebene vorstellen und ihre Scheitel 
durch eben diese Buchstaben bezeichnen. Fallen nun die einem Strahle e von 
S in JS entsprechenden Strahlen e, und £2 in einen «^ zusammen, so mag 
dieser ein Doppelstrahl von 2 heissen. Solche Strahlen bestimmen sich offenbar 
dadurch, dass man die bezüglich x gebildete Discriminante der letzten Glei- 
chung gleich Null setzt, d. h. durch 

Demzufolge giebt es in jedem der beiden zwei und zweigliedrig verwandten 

3» 
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Elementargebilde eier Doppelelemente. Man bemerke, dass e und f 12 gleich- 
zeitig reell oder imaginär sein müssen. 

Die zwei und zweigliedrige Verwandtschaft kann, wie dies bei allen 
Verwandtschaften der Fall ist, durch Angabe von entsprechenden Elementen 
fixirt werden. Bedenkt man, dass die vorletzte Gleichung acht unabhängige 
Coefficienten enthält, so folgt sofort, dass zwei Elementargebilde auf einander 
zwei und zweigliedrig bezogen sind, wenn man acht Paare entsprechender 
Elemente angiebt; hierbei gilt ein Element e mit einem entsprechenden Doppel- 
element £j2 für zwei Paare. 

Denkt man sich zwei zwei und zweigliedrige Elementargebilde auf dem- 
selben Träger, also in unserem Falle die Punkte S und 2 identisch, so kann man 
sowohl X als auch § bezüglich der nämlichen zwei Fundamentalstrahlen messen, 
und für x = § erhalten wir dann aus der ersten Gleichung die entsprechend 
gemeinschaftlichen Strahlen. Weil dieselbe vom vierten Grade wird, so er- 
kennen wir, dass die beiden Strahlenbüschel im Allgemeinen vier Strahlen 
entsprechend gemein haben. Schneidet man nun zwei so verwandte Bflschel 
S und JS, deren Scheitel jedoch nicht identisch sein sollen, durch eine be- 
liebige Transversale T, so entstehen auf derselben zwei zwei und zweiglie- 
drige Punktsysteme, indem entsprechende Punkte derselben aus 5 und JS* durch 
entsprechende Strahlen projicirt werden; weil nun diese Punktsysteme vier 
Punkte entsprechend gemein haben werden, so folgt, dass auf jeder Geraden 
vier Schnittpunkte entsprechender Strahlen der beiden Büschel liegen. Z>em- 
züfolge erfüllen die Schnittpunkte entsprechender Strahlen zweier zwei und 
zweigliedrigen Strahlenbüschel eine Curee vierter Ordnung. Natürlich hüllen 
die Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier solcher Punktreihen eine 
Curve vierter Classe ein, und das Erzeugniss zweier zwei und zweigliedrigen 
Ebenenbüschel ist eine Regelfläche vierter Ordnung. — Legt man die Trans- 
versale T speciell durch den Scheitel S^ so schneidet sich in S auf derselben 
der Strahl SJS mit den beiden ihm in S zugeordneten Strahlen, so dass sich 
nur noch zweimal entsprechende Strahlen auf T treffen werden. Aus diesem 
Grunde sind S und 2 Doppelpunkte der Curt^e eierter Ordnung; nebenbei be- 
merkt sind die Curventangenten in diesen Punkten jene zwei Strahlen, die 
dem gemeinschaftlichen Strahle SJS zugeordnet sind. Aehnliches findet bei 
zwei Punktreihen und Ebenenbüscheln statt. 

Entspricht sich der gemeinschaftliche Strahl S2: selbst, so wird der- 
selbe einen Theil des Erzeugnisses der beiden Büschel ausmachen müssen, d. h. 
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diese» Erzeugniss zerfällt dann in SJS und eine durch S und JS hindurch- 
gehende Curve C3 dritter Ordnung; dass C3 durch S und ^ gehen muss, er- 
giebt sich einfach aus der Bemerkung, dass diese Punkte Doppelpunkte des 
von SJS und Ca gebildeten Ortes vierter Ordnung sein müssen. Da die zwei 
und zweigliedrige Verwandtschaft erst durch die Angabe von acht Paaren- ent- 
sprechender Elemente festgestellt ist, so kann man SJS sich selbst und sieben 
willkürlichen Strahlen von iS sieben ebensolche Strahlen von 2 resp. als 
entsprechend zuordnen, so zwar, dass man ausser S und 2: noch sieben weitere 
Pun^Lte von C^ von vorn herein annehmen kann. Demzufolge kann man C3 
mit jeder beliebigen Curve dritter Ordnung identificiren, und es ergiebt sich 
somit Folgendes: Betrachtet man zwei Punkte S und JS einer Curve dritter 
Ordnung als Scheitel zweier Büschel, und heisst man jene Strahlen entsprechend, 
die sich auf der Curve schneiden, so sind cfie zwei Büschel zwei und zwei- 
gliedrig verwandt. Dieses gilt auch dann noch, wenn an die Stelle von C3 
eine Curve vierter Ordnung C« mit zwei Doppelpunkten S und 2 gesetzt 
wird. Denn nimmt man auf solcher Curve acht Punkte A^ B, C . . . an, so 
geben sie mit S und -2* verbunden zu je acht Strahlen a^ 6, c ...; «^ /?, y... 
Anlass. Ordnet man die Strahlen a und a, b und ß etc. einander zu, so 
sind die beiden Büschel S und 2 auf einander zwei und zweigliedrig bezogen 
und erzeugen somit eine Curve vierter Ordnung, die S und 2! zu Doppel- 
punkten, unsere acht Punkte A, B^ C . . . aber zu einfachen Punkten hat. 
Berücksichtigt man aber, dass eine Curve vierter Ordnung durch zwei Doppel- 
punkte und 4(4+3)— 2.3 = 8 weitere Punkte vollkommen bestimmt ist, so 
folgt die Identität der ursprünglichen mit der durch die Büschel erzeugten 
Curve, wodurch unsere Aussage erwiesen ist. Wir erkennen daraus auch, 
dass das Vorhandensein von vier Doppelstrahlen in jedem zweigliedrigen 
Büschel nichts anderes aussagt, als dass von einem Punkte einer Curve dritter 
Ordnung oder von einem Doppelpunkte einer Curve vierter Ordnung mit zwei 
Doppelpunkten an die Curve im Allgemeinen vier Tangenten gehen. 

Ist e ein reeller Strahl von S, dem in JE ein (natürlich ebenfalls reeller) 
Strahl fj2 doppelt entspricht, und man dreht die Büschel um ihre Scheitel so 
lange, bis e und «i, auf S2: fallen, so gehört diese doppelt gezählte Gerade 
zu dem Erzeugnisse der beiden Büschel, d. h. entsprechende Strahlen derselben 
werden sich auf einem Kegelschnitte K sphneiden müssen. Dieser Kegelschnitt 
wird nicht durch S und 2 gehen, weil ja diese Punkte dann dreifache Punkte 
des erzeugten Ortes vierter Ordnung wären, was nicht eintreten kann. 
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2. Wir sprechen folgenden Satz aus, auf welchen sich die Steinerschen 
Satze zurflckführen lassen werden: 

,ß%nd zwei einförmige Grundgebilde S und 2 zwei und zweigliedrig 
auf einander bezogen, und kann man in jedem derselben eine Gruppe eon 
n Elementen a, b, c . . . resp, a, ß, y . . . so angeben, dass sich die 
einem beliebigen Elemente der einen Gruppe zugeordneten zwei Elemente 
in der anderen Gruppe befinden, so existiren unendlich eiele solcher bei^ 
geordneten Gruppen, nämlich jedes Element ist in einer solchen Gruppe 
enthalten. Gruppen dieser Art eon mehr oder weniger als n Elementen 
giebt es nicht. 

Dieser Satz soll zunächst für den Fall erwiesen werden, dass es in 
einem der beiden Büschel ein reelles Doppelelement £12 gebe, welches natür- 
lich einem reellen Elemente e des anderen Büschels S zugeordnet sein wird. 

Drehen wir in diesem Falle die Büschel so lange, bis diese Strahlen mit SJS 
zusammenfallen, so erzeugen dieselben dann einen gewissen Kegelschnitt K. 
Ist nun a ein Element einer Gruppe G von n Elementen, der in JS eine Gruppe 
r von ebensoviel Strahlen beigeordnet sein mag, und schneidet a den Kegel- 
schnitt K in A und B, so gehört BJS = ß zu 7'; schneidet ß K überdies in 
C, so ist CS = b in G enthalten, weil ja a und b dem Strahle ß zwei and 
zweigliedrig entsprechen sollen; zieht man weiter CS, bis K \n D geschnitten 

wird, so gehört Z>^=^ in die Gruppe F etc. Es ist einleuchtend, dass 
man durch ein solches Linienziehen immer Strahlen von S resp. von 2 er- 
halten muss, welche zu den Gruppen G und F gehören. Nun liefert aber 
jeder zweite Punkt B, D ... einen Strahl von JS, und da /' der Voraussetzung 
gemäss aus n Strahlen bestehen soll, so wird es n solcher zweiten Punkte 
B, D . . . , also auch n andere Punkte A, C ... auf K geben, daher im Ganzen 
2n. Berücksichtigt man, dass der a ausser ß entsprechende Strahl A2 eben- 
falls in der Gruppe F enthalten sein soll, so sieht man ein, dass die Reibe 
der Punkte A, B, C, D . . . endlich auf den Anfangspunkt zurückkommen und 
somit auf K ein 2f<-Eck entstehen muss. 

Es ist nun klar, dass der ganze Beweis des ausgesprochenen Satzes 
einfach darin bestehen wird, zu zeigen, dass sich das analog construirte Polygon 
auch dann schliesst, wenn man A d. h. den Anfangsstrahl a willkürlich auf 
^annimmt und zeigt, dass es sich erst nach dem Auftreten von 2n Ecken ABCD.. . 
schliesst. Denn schliesst sich das so construirte Polygon für jeden beliebigen 
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Anfangspunkt, so repräsentireu seine Seiten n Strahlen von S, resp. n Strahlen 
von ^y und da die jedem Strahle (Seite) entsprechenden Strahlen offenbar die 
zwei ihm anliegenden Seiten des 2f/-Ecks sind, so sieht man, dass die jedem 
Strahle der einen Gruppe zugeordneten zwei Strahlen sich in der anderen be- 
finden nifissten. Nach dieser Bemerkung ist der Beweis des ausgesprochenen 
Satzes in der That sehr einfach und kann auf einen von Poncelet und spSter 
auch von Göpel im 36"^^° Bande, pag. 347 dieses Journals bewiesenen Satz 
zurückgeführt werden; derselbe lautet: „Bewegen sich alle Seiten eines gerad- 
zahligen einem Kegelschnitte eingeschriebenen Polygons, ausser der letzten, 
um feste in einer Geraden liegende Punkte, so dreht sich auch die letzte 
Seite und überhaupt jede Verbindungslinie einer geradstelligen und einer un- 
geradstelligen Ecke um irgend einen festen Punkt jener Geraden^^ Betrachten 
wir nun die von uns coustruirten 2i^-Ecke, so drehen sich die 2n—i ihrer 
Seiten um Punkte {S und ^) einer Geraden S^; daher dreht sich auch die 
letzte Seite um einen in S^ liegenden Punkt, welcher eben ihr Schnittpunkt 
mit S^ ist. Da die letzte Seite des zuerst betrachteten 2» -Ecks den ge- 
machten Voraussetzungen gemäss durch ^ selbst ging, so ist 2 selbst der 
feste Punkt, um welchen sich die Endseite drehen muss, oder mit anderen 
Worten, das betrachtete 2ie-Eck wird sich immer schliessen, wo auch sein 
Anfangspunkt auf dem Kegelschnitte K liegen mag, und dasselbe wird sich erst 
nach dem Auftreten von 2n Seiten schliessen, was ja alles dem citirten Satze 
gemäss erhellet. 

Um nun unseren Satz auch für den Fall zu beweisen, wo es kein 
reelles Doppelelement e^^ giebt, sei e ein imaginärer Strahl vom Theilverhält- 
nisse a+ib von S, und f^ ein ihm in JS doppelt entsprechender Strahl, der 
das Theilverhältniss a + iß haben mag. Die Fundamentalstrahlen, bezüglich 
deren man die Theilverhältnisse misst, sollen r, s resp. q^ a heissen. Wir 
können nun «S auf ein Büschel S' von demselben Scheitel projectivisch be- 
ziehen, indem wir jedem Strahle von S, dem das Theilverhältniss t zukommt, 
jenen Strahl in S' entsprechen lassen, dessen Theilverhältniss t{a — ib) ist; 
hierbei entsprechen sich r und s selbst. Ebenso können wir ^ auf ein con- 
centrisches Büschel JS" durch die Gleichung t' = t (a — f/^) beziehen, wo r das 
Theilverhältniss eines zu JS" gerechneten und t' das des ihm zugeordneten Strahles 
ist. Allein die Büschel S' und JS" sind wieder auf einander zwei und zwei- 
gliedrig bezogen; denn jedem Strahle m' von S' entspricht ein Strahl m pro- 
jectivisch, diesem in JS zwei Elemente fi^ und fi2^ letzteren aber vermöge 
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der zweiten projecti vischen Verwandtschaft in J:' zwei Strahlen fi[ und fi^. Diese 
Strahlen nun kann man als die m' zwei und zweigliedrig zugeordneten auffassen. 

Für t = a+ib wird /' = ö^ + 6^, also reell, d. h. e' ist reell. Ebenso 
folgt fttr r = a+iß,T=^a^+(f, oder «ij ist ebenfalls reell. Allgemeiner ent- 
spricht jedem der unendlich vielen durch t=^c{a-\-iß) repräsentirten Strahlen 
in S' ein reeller Strahl, und Aehnliches gilt für 2. Berücksichtigt man, dass 
€'12 ein e' zugeordneter Doppelstrahl ist, so sieht man, dass man es wieder mit 
dem früheren Falle zu thun hat, für den unser Satz erwiesen wurde. Sind 
G' und r' zwei beigeordnete Gruppen von je n Elementen von S' und JS', 
so werden ihnen in «S und 2: je eine Gruppe G resp. 7* zu n Elementen ent- 
sprechen, die einander jedoch auch zwei und zweigliedrig zugeordnet sein 
werden, d. h. G und /* werden ebenfalls beigeordnete Gruppen bilden. Nun 
involviren dem erwiesenen Satze gemäss zwei Gruppen G' und F' unendlich 
viele solcher Gruppen ; somit gilt dies auch für 5 und ^^ wodurch unser Satz 
ganz allgemein erhärtet ist. 

3. Denken wir uns wiederum zwei zwei und zweigliedrige Büschel mit 
verschiedenen Scheiteln P und Q, so erzeugen dieselben eine Gurve vierter 
Ordnung^ die in P und Q Doppelpunkte besitzt; haben jedoch die Büschel den 
Strahl PQ entsprechend gemein, so erzeugen sie eine durch P und Q gehende 
Curve dritter Ordnung. Um beide Fälle auf einmal behandeln zu können, 
bezeichnen wir das Erzougniss zweier zwei und zweigliedrigen Büschel ganz 
allgemein durch C 

Ist nun A ein Curvenpunkt, und construirt man in der von Steiner an- 
gegebenen Weise weitere Curvenpunkte B, C, D . . . und nimmt an, dass 
sich das Polygon ABCD ..., dessen Seiten AB, BC, CD ... abwechselnd 
durch P und Q gehen, schliesst, so sieht man sofort ein, dass die letzte Seite 
desselben AQ sein muss; berücksichtigt man ferner, dass die 2^% 4% 6^ . . . 
Seite des Polygons immer durch Q geht, so sieht man leicht, dass das ent- 
stehende Polygon, nur ein 2n- Eck sein kann. Fasst man eine z. B. durch P 
gehende Seite desselben ins Auge, so sind augenscheinlich die ihr anliegenden, 
durch Q gehenden Polygonseiten (Strahlen) jene zwei Elemente, welche ihr 
zwei und zweigliedrig zugeordnet sind. Wir sehen demnach, dass wir es mit 
zwei beigeordneten Eleroenteugruppen G und 1' zu thun haben, welche aus 
je n Strahlen bestehen; jeder durch P gehenden Polygonseite (die man also 
als einen Strahl dieses Büschels aufzufassen hat) entsprechen die beiden an- 
liegenden durch P gehenden Polygonseiten und umgekehrt. 
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Allein auch das Gegentheil kann behauptet werden, nämlich: Exisliron 
zwei beigeordnete Gruppen G und /* zu je n Elementen in den zwei und 
zweigliedrigen Büscheln P und Q^ so repräsentiren ihre Strahlen die Seiten 
eines der Curve C eingeschriebenen 2;» -Ecks. Diese Behauptung wird un- 
mittelbar klar, wenn man, von einem beliebigen Strahle einer Gruppe aus- 
gehend, zu ihm die beiden entsprechenden in der anderen Gruppe sucht, zu 
einem dieser wieder den in der ersten Gruppe zugeordneten ins Auge fasst 
u. s. w. , wie dies im vorigen Artikel mit Zuhülfenahme des Kegelschnittes K 
geschah. Nun wurde aber gezeigt, dass, sobald ein Paar beigeordneter Gruppen 
zu je n Elementen exislirt, es unendlich viele solcher Gruppen giebt, und dass 
jeder Strahl in eine solche Gruppe gehört. Demgemäss kann man auch sagen, 
dass, sobald es ein Polygon zu 2» Seiten der beschriebenen Art giebt, ihrer 
unendlich viele existiren, und dass jeder Curvenpunkt als Eckpunkt eines sol- 
chen Polygons von constanter Seitenzahl 2it angesehen werden kann, wodurch 
die zwei von Steiner aufgestellten Sätze erwiesen sind. 

Untersuchen wir nun die speciellen von Steiner betrachteten Fälle für 
eine Curve dritter Ordnung C^. 

Sollen P und Q solche Curvenpunkte sein, dass für dieselben 2n = 4 
ist, so muss dies auch dann noch gelten, wenn wir den Anfangspunkt A des 

zu betrachtenden Vierecks nach dem dritten Schnittpunkte von PQ mit C^ ver- 
legen. Dann ist, wenn alle Symbole die ihnen von Steiner in den citirten 
Sätzen beigelegte Bedeutung behalten, B = Q und C=T, sobald 7 der Schnitt- 
punkt (Tangentiaipunkt) der in Q gezogenen Tangente mit der Curve ist. Da 

die letzte Seite des Vierecks dem Früheren gemäss AQ vorstellt, so muss P 

die vierte Ecke sein, und daher PT die Curve zum dritten Male in P schneiden, 
oder es muss T der Tangentiaipunkt von P sein. Sollen somit P und Q 
Steinersche Vierecke zulassen, so müssen sich die in P und Q an C^ gezogenen 
Tangenten in einem Punkte T von C^ treifen; und umgekehrt, wenn diese 
Bedingung erfüllt ist, so kann man, wie soeben gezeigt wurde, ein Viereck 
(wenn auch mit zwei infinitesimalen Seiten) von besagter Art construiren und 
somit unendlich viele. In diesem Falle nun, wo n = 2 ist, bestehen die bei- 
geordneten Gruppen aus je zwei Elementen, und man hat es somit mit zwei 
projectivischen *) Strahleninvolutionen zu thun, deren Scheitel P und Q sind. 



*) Hat man eine Strahleninvolution zweiten Grades ÄÄ^^ BB^, CC^ etc., und num 
schneidet sie durch einen durch ihren Scheitel gebenden Hülfskegelschnitti so wird 
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Diese Bemerkung erstreckt sich auch auf den Fall einer Gnrve vierter Ord- 
nung mit zwei Doppelpunkten P und Q. 

Soll 2» = 6 sein, d. h. sollen P und Q Sechsecke der betrachteten Art 
zulassen^ so muss dies auch dann zutreffen, wenn man A wiederum nach dem 

Schnittpunkte von TQ mit C^ verlegt. Dann ist B=Q und C=pi, wenn 
dies der Tangentialpunkt von Q ist. Heisst der Schnittpunkt von PQi mit Cj 
etwa T, so ist D = T^ und es muss wiederum die letzte Seite QA und somit 
die letzte Ecke unseres Sechsecks F=P sein. Daher muss, wenn E die 
fünfte Ecke bedeutet, EFiie Curve in P tangiren oder £ = Fi der Tangential- 
punkt von P sein. Weil nun ^F durch P geht, so muss ED = PiD durch 

Q hindurchgehen oder P^Q muss D enthalten, d. h. PQi muss sich mit PiQ 
in einem Punkte T auf C^ schneiden, was mit der von Steiner aufgestellten 
Bedingung übereinstimmt. In ganz derselben Weise könnte man auf ein 
8, 10, ... 2i2-Eck übergehen. 

Steiner fügt seinen Sätzen folgende Bemerkung bei: ^Die vorstehenden 
Sätze finden analogerweise statt, wenn die Seiten des Polygons Kegelschnitte 
sind (anstatt Gerade); nämlich wenn man in der gegebenen Curve drei be- 
liebige feste Punkte X, Y^ Z annimmt, durch dieselben und abwechselnd durch 
P und Q Kegelschnitte legt und mittelst solcher Kegelschnitte das der Curve 
eingeschriebene Polygon construirt.^ 

Diese Bemerkung hat wohl ihre Richtigkeit für eine Curve dritter Ord- 
nung, und sie soll für diese auch erwiesen werden; allein für Curven vierter 
Ordnung mit zwei Doppelpunkten kann sie nicht geltend gemacht werden, da 
durch dieselbe der Text des zweiten im Anfang dieser Arbeit citirten Satzes 
von Steiner illusorisch gemacht wird. Hat man nämlich auf einer Curve vierter 
Ordnung mit zwei Doppelpunkten P und Q drei feste Punkte X, T, Z, und 
man legt durch einen Curvenpunkt A als Anfangspunkt des zu construirenden 
Polygons und durch die Punkte X, Y^ Z und P einen Kegelschnitt, so wird 
derselbe die Curve ausser in A, X, Y, Z und P noch in zwei Punkten schneiden, 
wodurch eben die weiteren Forderungen des Textes aufgehoben werden. 
Höchstwahrscheinlich hatte Steiner bei der Abfassung der gemachten Bemerkung 



auf ihm eine Punktiuvolution aa^, bb^, cc^ etc. bestimmt. Die Strahlen oOi = a, 
66, = ß, cc^ = y etc. gehen durch einen Punkt, ein lauschet bildend. Unter dem 
Doppelverhältnisse von vier Strahlenpaareu AA^J BB^y CC^, DD^ verstehen wir {oßyä}. 
Zwei Strahleninvolutionen hcissen projectivisch; wenn das Doppelverhältniss von je 
vier entsprechenden Strahlenpaaren das nämliche ist. 
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einen anderen, nicht angegebenen Satz hinsichtlich der Curven vierter Ordnung 
mit zwei Doppelpunkten vor Augen, da diese Bemerkung, wie soeben bemerkt 
wurde, auf den im Texte angegebenen Satz nicht passt. 

Um nun den urspr anglichen Satz für Curven dritter Ordnung in der 
angegebenen Weise zu erweitern, müssen wir von der von Steiner in seiner 
^Systematischen Entwickelung etc.^ pag. 251 aufgestellten Methode der schiefen 
Projection Gebrauch machen. Der Kürze wegen mag die hierher einschlägige 
Entwickelung des citirten Werkes vorausgesetzt werden. — 

Man bilde die Ebene E unserer Curve dritter Ordnung C^ auf eine 
andere Ebene E' durch schiefe Projection in der Weise ab, dass die nicht 
in einer Geraden liegenden Punkte Xy Y, Z die Hauptpunkte von E werden. 
Dann wird der Curve C3 eine Curve C3 dritter Ordnung entsprechen (wenn 
man nämlich von den drei Hauptlinien von £' als geometrischen Oertem auf- 
gefasst abstrahirt), welche durch die drei Hauptpunkte von E' gehen muss; 
die P und Q zugeordneten Punkte P resp. Q' werden natürlich auf C3 liegen. 
Jedem durch X, Jy Z gehenden Kegelschnitte wird (wiederum von den Uaupt- 
linien von £' abgesehen) eine Gerade entsprechen; wird so ein Kegelschnitt 
durch P oder Q gelegt, so wird diese Gerade durch F resp. Q' gehen. Denkt 
man sich nun Polygone, deren Ecken sich auf C3 befinden^ und deren Seiten 
Stücke von Kegelschnitten sind, die durch X^ Y^ Z und abwechselnd durch 
P und Q gehen, so werden denselben in E' Polygone zugeordnet sein, deren 
Ecken sich auf C3 befinden müssen, und deren Seiten aus geraden Linien be- 
stehen werden, welche abwechselnd durch F und Q' hindurchlaufen werden. 
Daraus erhellet aber sofort die Richtigkeit der von Steiner gemachten Be- 
merkung. 

4. Es möge zum Schlüsse als eine weitere Folgerung des gegebenen 
Beweises ein den Steiner^chen Sätzen analoger Satz für die Schnittcurve 
zweier Regelflächen zweiter Ordnung aufgestellt werden. Zu dem Ende fassen 
wir zwei solche Regelflächen F und 4> als Träger von je ^ner Regelschaar 
S resp. 2: auf; dann geht durch jeden Punkt von F ein Strahl von S und 
durch jeden Punkt von 4> ein Strahl der Regelschaar 2. Man kann hierbei 
die Strahlen der Regelscbaaren genau in derselben Weise bestimmen, wie es 
mit den Elementen der einförmigen Grund gebilde geschah. Denkt man sich 
nämlich eine nicht zu S gehörige Erzeugende E von Fy so trifft dieselbe 
jeden Strahl von Sy d. h. die Regelschaar S bildet sich gewissermaassen per- 
9pectivisch auf E ab, indem jedem Strahle von S ein Punkt von E und um- 

4* 
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gekehrt entspricht. Nimmt man in S zwei feste Fandamentalstrahlen an, so 
kann man jeden Strahl dieser Schaar durch sein Theilverhältniss x bezäglich 
derselben bestimmen, sofern man unter dem Theilverhältniss der Strahlen das 
Theilverhältniss der zu ihnen auf E perspectivisch liegenden Punkte versteht; 
ganz in derselben Weise kann man einen Strahl von JS durch eine einzige 
Variable § bestimmen. Wir dehnen nun den BegriiF der zwei und zwei- 
gliedrigen Verwandtschaft auf Regeischaaren zweiten Grades aus, indem wir 
zwei solche Gebilde S und 2! dann auf einander zwei und zweigliedrig be* 
zogen nennen, wenn jedem Strahle des einen zwei Strahlen des anderen ge- 
setzmässig zugeordnet sind, so dass dann zwischen x und | wiederum eine 
in beiden Variablen quadratische Beziehung stattfinden muss. Zwei Regei- 
schaaren jS und ^ können nun auf einander in folgender Weise zwei and 
zweigliedrig bezogen werden. 

Die Träger F und 4> derselben haben im Allgemeinen eine Raumcorve 
d vierter Ordnung gemein; jeder Strahl von S, also auch von ^ trifft d 
in zwei Punkten, welche er nämlich mit dem Träger der alleren Regelschaar 
gemein hat. Nennt man jene Strahlen von S und 2 ^entsprechend^ welche 
sich auf C4 schneiden, so sind, wie man sofort übersieht, S und J^ zwei und 
zweigliedrig verwandt. Dcmgemäss findet der in Art. 2 ausgesprochene Satz 
anch hier seine Anwendung und liefert, wenn man ihn geometrisch interpretirt, 
einen Satz über Regeischaaren zweiter Ordnung, welchen man in folgender 
Form aussprechen kann. 

Haben zwei Regelscbaaren zweiter Ordnung S und JS eine Raumcurve 
vierter Ordnung C| gemein, und man zieht durch einen Punkt A derselben 
den zu S gehörigen Strahl, bis er C4 zum zweiten Male in B schneidet, ferner 
durch B den 2 angehörigen Strahl, bis er C4 noch einmal in C trifft, weiter 
durch C den in S liegenden Strahl, der mit C^ überdies einen Punkt D gemein 
haben mag u. s. w., so erhält man ein windschiefes Polygon ABCD . . .; dieses 
Polygon schliesst sich entweder nicht, wie weit man auch dieses Verfahren 
fortsetzen mag, oder es schliesst sich und hat dann eine gerade Seitenzahl 
2n. In diesem Falle schliesst es sich immer und hat jedesmal die nämliche 
Seitenzahl 2n, wo man den Anfangspunkt A auf C^ auch annehmen mag. 

Prag, im Mai 1869. 
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Note zu Riemanns Beweis des Dirichletschen 

Princips, 

(Von Herrn ff. Weber in Heidelberg.) 



J^as Dirichletsche Princip, dessen Anwendung durch Riemann in der 
Theorie der Abekchen Functionen zu so grossen Resultaten geführt hat, und 
von dessen weiterer Entwiclilung man sich noch manche Erfolge versprechen 
darf, ist hinsichtlich seiner Allgemeinheit und Strenge neuerdings mehrfach 
angefochten worden. Die Zweifel richten sich hauptsächlich gegen die Be- 
fugniss der Anwendung der Variationsrechnung auf eine Function von a priori 
völlig unbekannten Eigenschaften.* Der Weg, den ich hier zur Aufklärung 
dieser Zweifel einschlagen werde, ist dem ähnlich, den ich bei einer andern 
Gelegenheit in einem verwandten Fall gegangen bin ^). Man kann jedoch bei 
dieser einfacheren Frage noch strenger zu Werke gehen, indem man die be- 
sonders missliche partielle Integration gänzlich umgeht, indem man gleichzeitig 
zu einem, wenn auch praktisch nicht durchführbaren, doch wie sich streng 
nachweisen lässt, convergenten Rechnungs verfahren für die gesuchte Function 
gelangt. Es ist indessen nicht meine Meinung, den Beweis des Dirichletschen 
Princips auf wesentlich neue Grundlagen zu bauen, sondern nur den von Rie- 
mann mehr angedeuteten als durchgeführten Beweis in einigen angreifbaren 
Punkten zu ergänzen. 

Ich wende mich zunächst zum Beweis eines einfachen Falles: 
Es sei ein die xy- Ebene allenthalben einfach bedeckendes Flächen- 
stück S gegeben, dessen Begrenzung gebildet ist von Curven, die überall, ab- 
gesehen von einzelnen Punkten (Ecken), eine bestimmte Normale und eine 
bestimmte endliche Krümmung haben. Es ist nachzuweisen, dass eine, und 
nur eine Function U existirt, die im Innern dieses Flächenstflcks mit ihren 
sämmtlichen DiiTerentialquotienten endlich und stetig ist und der Differential- 
gleichung genügt: 



*) S. meine Abhandlung ;;über die Integration der partiellen Differentialgleichung 
-^^4~'?~r4~^'tf = 0^'* Mathematiacbe Annalen von Clebsch und Neumann Bd. 1. 
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and die am Rande des Flächenstflcks beliebig gegebene Werthe annimmt, 
von welclien Randwerihen noch vorausgesetzt sein soll, dass sie sich längs 
des ganzen Randes stetig ändern und nirgends unendlich sind. 

Um diesen Satz zu erweisen, nehme man in der Fläche S eine be- 
liebige Function u an, welche am Rande von S die vorgeschriebenen Werthe 
hat, und von der nur vorausgesetzt wird, dass sie selbst im Innern von S 
nirgends unstetig oder unendlich wird, und dass das Aber die Fläche S er- 
streckte Integral: 

ca.) m.) ^//l^)'+i^)]^ä, 

einen bestimmten endlichen Werth erhalte. Aendert man die Function u ohne 
die ihr auferlegten Bedingungen zu verändern, so wird das Integral S2(u) 
seinen Werth gleichfalls ändern. Jedenfalls aber wird sich eine endliche, 
positive, von verschiedene*) Constante k angeben lassen, unter welche 
das Integral 12 (ti) nicht herabsinken kann. 

Es sei nun «i eine Function von übrigens denselben Eigenschaften wie 
Uy welche aber am Rande des Flächenstöcks S überall den Werth hat. 

Bedeutet Ai eine Constante, und setzt man: 

so ergiebt sich: 

Für eine gegebene Form der Function r, suche man nun denjenigen Werth 
der Constanten Ai,.ffir welchen das Integral i2(ffi) den kleinsten Werth erhält. 
Dieser Werth von Ai ist: 

*• - SRO ' 

und die Substitution dieses Werthes in (3.) ergiebt: 

(4.) i2(«,) = £2{u) ^(„) ^ 

*) Das iDtegral SiQu) kann nicht bis herabsiaken, wenn die vorgeschriebeneu 
Bandwertbe von u nicht Belbst längs des ganzen Randes dieselben sind, da sonst ti 
•ich einer Constanten nähern müsste, was nicht anders möglich ist^ als dadurch, dass 
tft sich einer in einer Linie unstetigen Function unendlich annähert. Dies aber be* 
dingt, wie Riemann bewiesen hat, ein unendliches Wachsen des Integrales i2(ti). 
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Ist nun die Function «i so gewählt, dass das Integral: 

seinem absoluten Wertbe nach grösser ist als eitfe endliche Zahl ^i, so folgt 
aus (4.)) dass S2(ui) gegen S2{ü) um eine endliche Grösse abgenommen hat. 
Es sei nun «2 eine Function von denselben Eigenschaften wie «i; A^ 
eine neue Constante. Ferner: 

Man bestimmt nun wieder A, so, dass i2(ti2) für die gegebene Form von «2 
möglichst klein werde, nämlich: 

wodarch sich wieder ergiebt: 

i2(«,) = n{u,) Jiö^ 

Daraus geht hervor, dass, falls «2 so gewählt ist, dass 

dem absoluten Werthe nach grösser als eine endliche Constante if2 ist, -^(«2) 
gegen S2{ui) um eine endliche Grösse abgenommen hat. 

Fährt man auf diese Weise fort, Functionen ti,, ti«, ... ti» zu bestimmen, 
so erkennt man leicht, dass man nach einer endlichen Anzahl von Operationen 
dieser Art zu einer Function u^ gelangen muss, welche die Eigenschaft hat, 
dass das Integral: 

y dun dv dun dv \ , - 
dx dx dy dy J ^ 

dem absoluten Werthe nach unter einer zwar endlichen, aber beliebig kleinen 

Constanteu f» Hegt, fär alle denkbaren Formen der stetigen, am Rande ver- 

, schwindenden Function e, fflr welche das Integral i2(«) einen endlichen Werth 

behält. Denn nach unserer Bestimmungsweise der Constanten Ai, A2, ... ist: 



f/c 



^(«■)<«(«)-15^-lJ^--S^- 

Wenn nun nicht eine endliche Zahl jU existirte, von welcher ab die 
grOsstmöglichen Werthe von Q^^i^ (^^+2-- &Ue unter einer beliebig klein zu 
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wählenden Grenze £, lägen, so wOrde i2(ti„) dadurch, dass man m gehörig 
gross wählte, jedenfalls unter jede beliebige Grenze herab gedrfickt werden 
können, was unmöglich ist. 

Die Function u^ ist tUso durch eine endliche Reihe ausgedrückt: 

(5.) II. = tt+A,ri+Ä,r2+ •••+*•«., 

ist demnach ebenso wie die Functionen ti^ «i, «2? • • • f^n t^ Innern eon S überall 
stetig y nimmt am Rande eon S die vorgeschriebenen Werthe an und genügt 
der Bedingung: 



(6.) /r(|fi|L+|ii|L)<,. 

^ ^ JJ \dx dx ay oy y 



für alle Functionen e, die am Rande von S verschwinden, im Innern stetig 
sind und dem Integral S2{v) einen endlichen Werth ertheilen. 

Versteht man nun unter m eine andere Zahl, beliebig grösser als n, 
so wird auch: 

worin e^ jedenfalls nicht grösser als e^ ist. Zieht man nun (6.) von (7.) ab 
und setzt, was freisteht: v = u^—u^, so folgt, dass das Integral 

fQr ein beliebig grosses m und ein gehörig grosses n kleiner ist als jede be* 
liebig kleine Zahl. 

Da nun die Elemente dieses Integrals alle positiv sind, so folgt, dass 
der Gesammtflächeninhalt der Theile von S^ in welchen die absoluten Werthe 
der DiiTerenzen 

dx dx ^ dy dy 

grösser sind als gewisse beliebig klein zu wahlende Constanten tj^, r^^, kleiner 
gemacht werden kann als eine, von 77^^ rjy unabhängig, beliebig kleine Fläche, 
wenn man nur für ein beliebig grosses m die Zahl n gehörig gross annimmt. 
Daraus zieht man den Schluss, dass das Integral: 

JJ \ox\dx dx ^ dy ^ dy oy y) ^ 

auch dann noch fOr beliebig grosse Werthe von m durch eine gehörig grosse 
Annahme über n kleiner gemacht werden kann als eine beliebig klein zu 
wählende Grösse, wenn w eine beliebige im Innern von 5 stetige Function 
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ist, für welche ^{w) endlich ist, die oher am Rande nicht verschwindet, son- 
dern beliebige Werthe erhält. Es wird also unler dieser Voraussetzung das 
Integral : 

mit unendlich wachsendem n zwar nicht gegen Null, aber gegen eine andere 
feste Grenze convergiren, von der man noch schliessen kann, dass sie allein 
von den Randwerthen der Function w abhängig ist. 

Um diesen Grenzwerth zu finden, kann man folgendermassen verfahren: 
Man ziehe im Innern von S eine zur Grenzcurve parallele Curye in dem con- 
stanten Normalabstand pi, wodurch die Fläche S in zwei Theile getheilt wird, 
einen inneren S' und einen am Rande sich hinziehenden Streifen S". Dem 
entsprechend zerfällt auch das Integral (8.) in zwei Theile. In dem über S' 
genommenen Theil nehme man nun v mit w fibereinstimmend an, in S'' aber 
setze man, indem man mit p den veränderlichen Normalabstand bezeichnet, 

r = -^, wenn ir den Werlh von ir an der Begrenzung von S bezeichnet*). 

Die so bestimmte Function v genOgt dann den Bedingungen der Ungleichung 
(6.), und man hat daher: 

Das über S'' genommene Integral transformirt man nun, indem man als un- 
abhängige Veränderliche die von einem beliebigen Anfangspunkt gezählte Bogen- 
länge s der Grenzcurve von S und den nach Innen positiv genommenen Nor- 
malabstand p eines veränderlichen Punktes von dieser Grenzcurve einführt. 
Bezeichnet dann k die Krümmung der Grenzcurve, positiv genommen, wenn 
sie nach Aussen convex ist, so erhält man für das über S* genommene Integral**): 



*) Enthält die Begrenzung von S Ecken, so niusa auch die liegrenzung von S^ 
entsprechende Ecken eroalten. Wie dann o in der Nähe dieser Ecken bestimmt wird, 
ist nlr den gegenwärtigen Zweck gleichgültig, so lange es nur am Rande von S' ver- 
schwindet und übrigens stetig ist, da der Einfluss der Ecken auf das Integral (6.) da- 
durch , dass man p, gehörig klein wählt , beliebig klein gemacht werden kann. Aus 
demselben Grund braucht auch bei der folgenden Transformation auf die Ecken keine 
Rücksicht genommen zu werden. Durch die Grenzcurven von S' nämlich werden die 
Ecken durcu kleine Parallelogramme ausgeschieden. Die über diese Parallelogramme 
genommenen Integrale (6.) haben einen Werth, der zugleich mit P| unendlicn klein 
wird, und haben also auf das Ergebniss keinen Einfluss. 

**) Man vergl. über diese Transformation AtemanJis Doctor- Dissertation §. 17. 

Journal fdr Mathematik Bd. LXXI. Heft 1. 5 
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oder indem man fflr r den obigen Ausdruck einsetzt: 



/^*i-/"«(i-v)^+A^i-/^,^ 



/rp) ds ' 

worin sich die Integrationen nach s über die ganze Begrenzung der FlSche S er- 
strecken. Da nun unseren Voraussetzungen gemäss ««, -g— , -^ in der Nähe 

des ganzen Randes von S stetig sind, so übersieht man leicht, dass das zweite 
der obigen Integrale für unendlich kleine Werthe von py gegen Null convergirt, 
während das erste das Randintegral: 



/• 



- du, , 



erstreckt Ober den ganzen Rand von S, zur Grenze bat. 
Demhacb ergiebt sich aus (9.) 

worin jetzt tr die Werthe der Function u> am Rande von S bedeutet. 

Da nun, wie oben bewiesen ist, das erste Integral von (10.) mit nn- 
endlich wachsendem n gegen eine feste Grenze convergirt, so muss auch das 
Randintegral gegen eine feste Grenze convergiren, und zwar für alle möglichen 

Formen der stetigen Randfunction tr. Genauer ausgedrückt lautet dieser Schluss: 
Die Lange der Linientheile des Randes von 5^ in denen der absolute Werth 
der Differenz: 

dp dp 

eine gewisse, beliebig klein zu wählende Constante überschreitet, kann für 
ein beliebig grosses m und ein gehörig grosses n kleiner gemacht werden, 
als jede beliebig kleine Linie. 

Es wird sich also die Function -^ längs des ganzen Randes, abge* 

sehen von einzelnen Funkten, mit unbegrenzt wachsendem n einer bestimmten 

w -g-^ ds mit 

anendlich wachsendem n für alle möglichen stetigen Randfunctionen w einer 
bestimmten endlichen Grenze nähern. 

Legt man nun um einen beliebigen Punkt x^t/o der Fläche S einen 
Kreis mit dem Radios n nnd nimmt die in (10.) vorkommende Function w 



Weber^ Note zu Riemanns Beweis des Dirichletschen Prindps. 35 

in diesem Kreis constant, gleich logrj, an, ausserhalb des Kreises aber 



IT = logr,- r = |/(ir-T j:o/ + (y-yü)% 
so genagt tr den Anforderungen der Ungleichung (10.) und genagt ausserdem 
noch der Bedingung: 

in der ganzen Flache 5. tr selbst ist in der ganzen Fläche S, und seine 
Differeutialquolienten sind ausser an der Kreisperipherie stetig. 

In Folge dieser Annahme fällt derjenige Theil des ersten Integrals (10.) 
fort,* welcher Aber die Fläche des besagten Kreises genommen ist, und der 
flbrige Theil lässt sich in bekannter Weise transformiren. Wenn man nämlich 
in d^r bekannten Formel: 

setzt : 

^ dto ^ dw 

eine Annahme, die gestattet ist, da alsdann X, Y in der ganzen Fläche jS mit 
Ausschluss des Kreises stetig bleiben, so geht das erste Integral der Formel 
(10.) Aber in ein einfaches Integral Ober die Begrenzung von S und Aber die 
Kreisperipherie, nämlich 



'^ 



Da nun ti. im Randintegral durchweg die vorgeschriebenen Werthe u hat, in 
der Umgebung des Punktes orojfu ^^^^ stetig ist, so ergiebt sich aus (10.)? 
wenn man nun den Radius r^ des Kreises unendlich klein werden lässt: 

271 ii.(xi,y„) -fi-^ ds +y -^ ftds<Cin 

oder, fAr w seinen Werlh gesetzt: 

(11.) 27iu,{x^yo)-yu—^ds+J-^logrds<B^, 

Aus diesem Resultat ergiebt sich nun der gesuchte Beweis. Zunächst erkennt 
man, dass fAr jeden Punkt im Innern von S die Function u^ mit unendlich 
wachsendem n sich einer bestimmten endlichen Grenze nähert. Es lässt sich 
aber auch diese Grenze darstellen. Denn nennen wir den Grenz werlh von 

5» 
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du 

-^, der, wie oben nachgewiesen ist, an der ganzen Begrenzung mil etwaiger 
Ausnahme einzelner Punkte existirt, u, so ergiebl sich aus (11): 

(12.) U(x„y„) = ^/{ü-^^-ü'\ogr)ds. 

Es zeigt dieser Ausdruck, dass die Grenzfunction U im ganzen Innern der 
Flache S endlich und stetig ist, und dass dasselbe auch von ihren sämmUichen 
partiellen Differentialquotienten gilt; denn nach bekannten Sätzen der Integral- 
rechnung lassen sich in (12.) alle partiellen Differentiationen nach ar,, t/o unter 
dem Integralzeichen ausfuhren. Endlich zeigt auch der Ausdruck (12.) ^ dass 
im ganzen Innern von S die Differentialgleichung erfflllt ist: 

dxl ^ äyl - ''• 

Das Einzige, was nachzuweisen bleibt, ist nun, dass die so definirte Function 
U auch stetig in die am Rande vorgeschriebenen Werthe übergeht. Wäre 
dies nicht der Fall, so thflsste sich n,, mit unendlich wachsendem n einer in 
einer Linie unstetigen Function unbegrenzt nähern, und zwar so, dass diese 
Unsleligkeilsiinie gerade mit der Randourve zusammenfallt. Dies aber kann 
nach Riemann nicht geschehen, wenn nicht i2(ti,' mit wachsendem n Aber 
alle Grenzen wächst, so dass dies also durch die dem <Q{u„) auferlegte be- 
ständige Abnahme ausgeschlossen ist*). Die oben ausgesprochene Behauptung 
ist somit in allen ihren Theilen nachgewiesen. 

Die Forderung, dass die vorgeschriebene Randfunction in einzelnen 
Punkten gewisse sprungweise Aenderungen erleiden soll, musste bisher aus- 
geschlossen werden, weil für alle Functionen u, welche stetig in solche un- 
stetigen Randwerthe übergehen, das Integral S2{u) unendlich wird. Man fuhrt 
aber diesen Fall leicht auf den früheren zurück wie folgt: 

Es seien Xi^^ y,j; oJj, j/i; ... die Coordinaten der Unsteligkeitsstellen, 
die der Voraussetzung nach der Randcurve angehören. 

Man setze: 
a+ßi = A,,\og{(x-'X,,}+i(y''yu)) + Ai\og{(x-x,)+i(y-yi))-\ 

*) Ein Beweisverfahren, welches näher auszuführen hier überflüssig erscheint; 
welches ganz analog ist dorn erwähnten Beweis RiemannSf (Doctor- Dissertation §. 17) 
führt zu dem Schluss, dass die stetige Function u sich nicht einer in einzelnen 
Punkten des Randes unstetigen Function unbegrenzt annähern kann, ohne dass das 
Integral fl(ti) über alle Grenzen wächst. Damit ist der Zweifel ausgeschlossen, ob 
nicht die oben bestimmte Function U in einzelnen Punkten der Grenze von den vor- 
geschriebenen Randverthen abweicht. 
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Sind die Constanten A^^ A^ . . , reell, so ist ß im glänzen Gebiet endlich und 
abgesehen von den Pnnkten x^^ y,/, Xi, y,; ... stetig. Geht man in der 
Richtung des Randes über einen dieser Punkte hinweg, so erleidet die Function 
ß eine sprungweise Aenderung, welcher durch geeignete Bestimmung der 
Constanten ^, Ai^ ... ein beliebiger Werth ertheilt werden kann. Endlich 
genügt ß der Gleichung: 

Sind nun die vorgeschriebenen Randwerthe der Function U wieder u, so lässt 

sich ß so bestimmen, dass u—ß am ganzen Rande stetig ist, und es kommt 
nur noch auf die Bestimmung von U—ß an, welches unter dem eben betrachteten 
Fall begriiFen ist. 

Den Fall, in welchem das in Rede stehende Flächenstück einen //—Ifachen 
Verzweigungspunkt enthält, und seine Begrenzung durch eine einfache in sich 
zurücklaufende Linie gebildet ist, kann man auf den vorigen rednciren, indem 

man das Flächenstück abbildet mittelst der Substitution: 

• 

x+iy = {UivY, 
wo der Einfachheit wegen angenommen ist, der Verzweigungspunkt sei der 
Anfangspunkt der Coordinaten. Man gelangt dann zu dem Schluss, dass in 
einem solchen Verzweigungspunkt die Function u zwar selbst, nicht mehr 
aber ihre DilTerenlialquotienten stetig sind. 



In dem allgemeineren Fall, in welchem die zu bestimmende Function 
gewisse gegebene Unstetigkeitsbedingungen zu erfüllen hat, wo die Fläche 
die xy-Ehene mehrfach bedeckt und irgend wie begrenzt oder auch ganz 
unbegrenzt ist, sind die Schwierigkeiten wesentlich dieselben wie in dem oben 
behandelten einfachen Fall. Es wird daher genügen, den Gang des Beweises 
kurz anzudeuten. 

Es tritt hier an die Stelle des Integrals S2{u) das Integral: 

wo die Functionen a^ ß in der Weise bestimmt sind, wie es bei Riemann 
(Doctor- Dissertation §. 16ir.) auseinandergesetzt ist. 
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Man bMtimmt nmi geoaa nach denelben Regel wie oben eine Reihe 
von Functionen «n <%•*•- u^, welche lo weit fortgesetxl werden kann, bis der 
nbsolate Wertb des Integrals: 

kleiner als eine beliebig klein zn wählende Grösse f . ist fhr alle im Innern 
der Flftche stetigen, am Rande verschwindenden Functionen r^ fbr welche 
i2(e) endlich bleibt. 

Schneidet man nun aas der orspränglichen Fliehe S ein beliebiges 
Stück \K^ aus, in welchem die beiden Functionen a und ß stetig sind, nnd 
betrachtet das Ober die Flftche K erstreckte Integral 

dx öx ^ dg dgS "*"^^ 

SO kann man auf dieselbe Weise wie oben schliessen, dass der Werth dieses 
Integrals mit unendlich wachsendem m sich einer bestimmten endlichen Grense 
nähern muss, oder, was dasselbe ist, dass das Integral: 

für beliebig grosse Werthe von m und gehörig grosse Werthe von n kleiner 
gemacht werden kann als eine beliebig kleine Grösse. 

Es sei nun die Flftche K eine die xy- Ebene einfach bedeckende Kreis- 
flftche. Man beweist leicht durch die Fotinersche Reihe, dass sich eine im 
Innern dieser Kreisfläche mit sftmmtlichen DiiTerentialquotienten stetige Function 
e bestimmen Iftsst, welche der Differentialgleichung 



fß 



1 + ^ = 



dx* ^ dy* 

genfigt, deren Differentialquotienl -^ am ganzen Rande beliebig vorgeschrie- 
bene Werthe cä hat, welche der einzigen Bedingung unterworfen sind, dass 
das fiber den Rand von K erstreckte Integral /wds verschwindet. Da sich 
nun die ganze Flftche 5 mit solchen Kreisen K allmfthlich erffillen Iftsst, so 
scbliesst man, durch ganz Ähnliche Betrachtungen wie oben, dass die Differenz 
n^-'U^ für alle Punkte von 5 bis in beliebige Nfthe der Unstetigkeitspunkte 
der Functionen a, ß und der Verzweigungspunkte der Flftche S^ kleiner ge- 
aMeht werden kann als eine beliebig kleine Grösse, dass sich also u mit 
«iMdiicfc wachsendem n einer bestimmten Grenze nfihert. 
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Von nun an wären die früheren Betrachtungen wörtlich zu wieder- 
holen. Um die dort aufgestellten Formeln unmittelbar auf diesen allgemeineren 
Fall anwenden zu können, kam es nur darauf an, zu zeigen, dass das Integral: 

welches in den Formeln (ll.)? (l^) vorkommt, mit unbegrenzt wachsendem 
n sich einer festen Grenze nähert, wenn man dasselbe Ober eine beliebige, 
im Innern von S geschlossene Curve erstreckt. Dies wird durch das Vor- 
stehende erreicht. Dass auch in den Unstetigkeitspunkten von a^ ß diese 
Grenze stetig bleibt, ergiebt sich daraus, dass, der Voraussetzung gemfiss, in 
der Nfihe solcher Punkte 

dx dy '* dy dx 

Man hat es also in der Umgebung solcher Punkte nur zu thun mit dem Integral: 
welches für den Grenz werth von ti. den Ausdruck liefert: 



M 



dun df> dun de 
dx dx dy dy 



^ = ^/(«^^-«"iogr>. 



dp 

so dass V im Innern dieses ganzen FlfichenstQcks mit allen seinen Differential- 
qnotienten stetig bleibt. 

Heidelberg, im Jnni 1869. 



4i) 



Von der Zerlegung der Discriminante der cubisehen 
Gleichung 9 welche die Hauptaxen einer Flache 
zweiter Ordnung bestimmen , in eine Summe von 

Quadraten. 

(Von Herrn G. Bauer in München.) 



JbLerr Kummer hatte zuerst die Idee, die Discriminante der cubisehen 
Gleichung, von welcher die Hauptaxen der Flftche zweiter Ordnung abhängen, 
in eine Summe von Quadraten zu zerlegen, um hierdurch einen directen Beweis 
für die Realität der Wurzeln dieser Gleichung zu gewinnen. Er gelangte zu 
dieser Zerlegung, indem er von einem einfachen Fall ausgehend den schwie- 
rigen Weg der Versuche einschlug*). 

Später erfand Herr Borchardt eine Methode, welche nicht nur die 
Kummersche Zerlegung für die Gleichung dritten Grades giebt, sondern auch 
eine Ausdehnung gestattet auf die allgemeine Gleichung n^^" Grades, mit deren 
Hülfe man die seculären Störungen der Planeten findet**). 

Neuerlich noch gab Herr Hesse eine andere Herleitung dieser Zer- 
legung, gestützt auf Jaco6ische Formeln der orthogonalen Substitution ***). 

Es giebt aber für die Gleichung dritten Grades noch einen einfacheren 
Weg diese Zerlegung zu bewerkstelligen, der bisher nicht versucht wurde und 
hier gezeigt werden soll. Nach der erschöpfenden Arbeit von Herrn Borchardt 
kann die hier gegebene Zerlegung nur in sofern noch Beachtung beanspruchen, 
als sie mit den einfachsten Mitteln ausgeführt zugleich als die directeste er- 
scheint, indem die Quadrate unmittelbar aus der Determinantenform der Dis- 
criminante sich entwickeln. 

Sei die Gleichung der Fläche zweiter Ordnung 

ax'^+by'^+ci^+2lyi+2mzx+2nxy + d = 0, 
so hängt das Problem der Hauptaxen von der Gleichung 

*) Dieses Journal Bd. XXVI. 

'^) Dieses Journal Bd. XXX. Liouville, Journal de Math. T. XII. 
) Vorles. über die anal. Geometrie des Ilaunis, pag. 320. 
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(!•) 



O'-k n m 

n b-k l 
m l c—k 



= 



oder 



ab. Setzen wir 



(1.) (j = 



a 


n 


m 


n 


b 


l 


m 


l 


c 



also 



(2.) 



da 
db 

dd 

de 



= d, = bc-P, 



— dl, = ac — 



m 



- dl 
BS 



= J, =«m-a/, 



1-5— = <J, = /n-6»», 



und 



d*8 



= de — ab—n'. 



d*S 



dm 
dn 



= (f, = ml—cn 



d*8 



dadb - ^"'^ = ^' "Ä = ^>" = <*» Ä = ^^'' = ^> 

so Iftsst sich die cubische Gleicbang schreiben 

(II.) }^-2:d„,.k^+2:d„.k-d = 0. 

Die Discriminante dieser Gleichung, welche gleich Null gesetzt die Bedingung 
ausdrückt, dass die Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat, ergiebt sich als Re- 
sultante aus den zwei Gleichungen 

Bedient man sich zur Bildung dieser Resultante des abgekfirzten ßesow/schen 
Verfahrens und nennt sie R, so wird 



(HI.) R = 



A] A^ 



WO 



Dieser Ausdruck R soll in eine Summe von Quadraten zerlegt werden. Da 
(f eine homogene Function dritten Grades der Grössen a, b, c, l, m, n ist, so 
hat man 
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Bmuer, am- B etlia um umg der HaupUueem der Flächen wweiter ÜrOinaig. 



Feraer ist nach einem bekannten Satze aas der Lehre der Determinanten 
also 

Snbstitnirt man diese Wertbe von 3^ and S.2d„t, in il, und l^ and ersetxt 

in Ä, die Summe ^„+^4+^, darch ihren Werlh a6+6c+ca-(/'+m'4-ii*), 

so nimmt R die Form an 

A-62P B-620, 

B-62td, C-62^, 

wo znr Abkfiranng gesetxt ist 

^ = 6 :a6+6c+ca)-2(-2'J„6)' = 6(a6+6c+ca)-2(a+6+c)» = (Äf-S-T«*, 
B = 2a:S3„-3:Sad,, 

Diese Determinante R EerfAllt nnn in vier Determinanten, nfimlich 



R = 



(IV.) Ä = 36 



SP 2idt 

Sldi ss\ 



+ 



A B 
B C 



+ 6 



A -2ld, 
B -2S\ 



+ 



-SP B 
-Sldi C 



Die erste dieser Determinanten ist nach einer bekannten Formel 

• (3.) = {l3^-mJif+{md,-ndJ+ind,-0S. 

Die xweite 

A B _ {Saf-ZSo^ Sa.2d„-%2ad, 

B C ~ 2a.Sd„-Z2a3„ {2d„f-ZSlP„ 
findet man, entwickelt, nach wenigen Redactionen 

(4.) = Z[{aif,-bd„)-\-{bd,-cd,) + {cd„-ad:)]\ 

Zu diesem Resnltat gelangt man aber aoch aaf folgende Weise. Beseichnet 
man fftr einen Aogenblick ein Element der Determinante 

3 Sa Sd„ 
Q == Sa Sa^ Sad, 

Söa Sad^ Sdl 

darefc das Symbol a« und den Coefficienten dieses Elements in der Deter^ 
minant« d«rch «a, so ist, wie man sogleich ersieht. 



\A B 




«13 «23 




«W «23 


B C 




«» «W 




«23 «33 
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Diese Unterdeterminante des adjungirten Systems ist aber z=zQ,agj^SQ. Ferner 
ist Q selbst das Quadrat der Determinante 

1 1 1 

a b c 

^a 9b ^c 



Also 



A B 






= 3 


B C 





1 

a 



1 

b 

^6 



1 
C 

9. 



flbereinstimmeod mit dem oben gegebenen Werth. 

Was endlich die zwei letzten Determinanten betrifft, aas welchen R 
besteht, so kann man, da A, B, C nach der hier gebrauchten Bezeichnung 
die ly m, n nicht explicite enthalten, fflr ihre Summe schreiben 



Z,in,i» 



A -Idi 
B -S\ 



+ 



-/' B 
-Idi C 



l,m^n 



= :s{2Bjdj^A.dj'-c.r). 



Setzt man fOr A, B, C ihre Werthe, so wird die Grösse unter dem Summen- 
zeichen 

oder, wenn wir zur AbkArzung [adi] fQr adj-^lda schreiben, 

(5.) =2{[a<>/r+[6cr,p+M^-M[H]-[^^^^ 

Bezeichnen wir diesen Ausdruck abgesehen vom Factor 2 durch £>/ und ebenso 
durch S^ und S^ das, was dieser Ausdruck wird, wenn man J/ mit J. und 
J. vertauscht, so ist mithin die Summe der zwei letzten Determinanten in R 
(IV.) gleich 2(5,+'S.+5j, und man hat 

(V.) iÄ = 12{[«J'+[iiw?J+[ii(J,]'} + ([flc>J + [6^^^ 

wenn analog der eben gebrauchten Bezeichnung 

Id^—mSi = [/J J , adf, — bd^ = [aS^ u. s. f. 
gesetzt wird. 

Die Grössen 8j, S^, S^ sind wesentlich positiv und können auf ver- 
schiedene Weise in Quadrate zerffiUt werden. Benutzt man die Formel 

Ma^+Zr+f^aß-^ßy^ya) = (2a-/9-y)^+3(/9^y)% 

6» 
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SO erhält man 

= (2 M - M - M)^ + 3 ([aSi] - [ÄcJjy . 

Zerlegt man ebenso S^ und S^ in je zwei Quadrate, so erhält man Ä dar- 
gestellt als Summe von 10 Ou^draten. Aber vermöge der leicht zu bewei- 
senden Relationen 

wird bei passender Wahl der Zerlegung je eines der in S/, S^, S, ent- 
haltenen Quadrate einem der Quadrate [/cJ^J*, [fn^nT'i [f^^iT gleich; und man 
erhält sodann die Kummersche Zerlegung von R in nur 7 Quadrate, in der 
Form, welche ihr Jacobi gegeben hat *). Führt man die Bezeichnung ein 

so ist diese Zerlegung 

(VI.) +(M„6(J,]-[c<y;,a(yj)*+([6<y.,c(y.]-[a(y«,6(y.]y 

Man kann aber anch 25^ (5.) nach der Formel 

ff 

zerlegen und ebenso 2S^ und 2S^ . Man erhält dadurch für R eine Zerlegung 
in 13 Quadrate, auf welche auch Herr Borchardt durch seine Methode zunächst 
geführt wird**). Mittelst der Gleichungen (6.) reduciren sich jedoch die 13 
Quadrate auf 10, und man erhält 

UR = U{[l^J + [m(f^r + [nd,f) + {la^,^^ 
:VII.) + 2 {[ach, ÄcJJH [eJ„ »(JJ^ [6(J., c^J'+l^^. ^^J' 

eine Zerlegung von R, welche obwohl mehr Quadrate enthaltend als die Zer- 
legung (V.) insofern einfacher als jene erscheint, als die Quadrate einfacher 
zusammengesetzt sind. 

Damit R^O und folglich die Fläche eine Rotationsfläche sei, ist be- 
kanntlich nur erforderlich, dass zwei der drei ersten Quadrate verschwinden. 



*) Dieses Journal Bd. XXX, p4g. 46. 
**) lAauville, Journal de Math. T. XII, pag. 66. 
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indem die äbrigen zagleich verschwinden. Da in keiner der angeführten 
Abhandinngen angegeben ist, wie die Quadrate in R aus den drei Grössen 
[^m]) [ff^t^'i [^^/] zusammengesetzt sind, um zugleich mit diesen zu ver- 
schwinden^ so mögen hier noch die betreffenden Relationen Platz finden. Die 
drei Grössen selbst hängen unter einander durch die Gleichung zusammen 

ii[Wj+m[«JJ+/[m<JJ = 0. 

Aus der zweiten der Gleichungen (6.) folgt 

Multiplicirt man aaf beiden Seiten mit m and addirt l{bd^—cdj)^ so erhält 
man sogleicli die erste der folgenden Relationen: 

/[R,cJ.] = ib-c)[l^,]-n[md,], 

m[cJ., aJ.] = (c-a)[m<y.]-«[/(J,], 
fn[c^i,adj] = {c—a)[m3i]— /[«m^i], 

n[adi,bdi] = (a-6)[«J,]- l[md{\, 
. «[a«?., 6<JJ = (a-6)[«(f.]-w[/<^,]. 
Endlich hat man 

= ^^^,+ K^^.+ <£II^^._« f„^j_l[^,3_£[^j 

= -(4+^)[^J-(^+f)['»<^-]-(^+l^)M.]. 

Mflnchen, April 1868. 
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Von den Kreisschnitten der FlAehen zweiter 

Ordnung. 

(Von Herrn G. Bmur in München.) 



(3.) 



= 0. 



Wenn eine Flfiche zweiter Ordnung, deren Gleichung 

(1.) ax»+6y*+ca'+2/y»+2«iiÄr4-2iia5y+2px+27y+2r»+rf = 
ist, von einer Ebene, deren Gleichung 

(2.) «a:+/3y+y»+<> = 

ist, geschnitten wird, so ist die quadratische Gleichung, von welcher die Axen 
des Schnitts abhfingen, 

n b-k l ß 
l c—k y 
ß y 

Herr Hesse *) hat die Discriminante dieser quadratischen Gleichung auf ver- 
schiedene Weise in Summen von Quadraten zerlegt, indem er sie als Summe 
von '10, 7, 6 oder 5 Quadraten darstellte. Seitdem ist es Herrn Henrid^ 
gelungen, auch eine Zerlegung in nur zwei Quadrate zu bewerkstelligen. Es 
lässt sich aber auf ganz directem Wege eine Zerlegung dieser Art erzielen, 
welche den Vorzug hat, dass in ihr die Zusammensetzung der Quadrate kl«r 
hervortritt, und daher auch die Bedingungen für das Verschwinden derselben, 
also für die Gleichheit der Wurzeln der quadratischen Gleichung sich un- 
mittelbar und zwar in bemerkenswerth einfacher Form ergeben. 
1. Setzt man 



m 



a 



(4.) A = - 



a 


n 


m 


a 


n 


b 


l 


ß 


m 


l 


c 


7 


a 


ß 


r 






*) Dieses Journal Bd. 60, pag. 305. 
*) Dieses Journal Bd. 64, pag. 187. 




Bauer, wm den KreieechmHen der VUuAen wweHter Ordmmg. 47 

« 



da 



=.Aa = -2lßr + cß'+bf, 



(5.) { ^ = A,= -2may+caHay^, 
^ = A,^^2naß+a/P+ba\ 

so lä3St sich die quadratische Gleichung (3.) schreiben 

(7.) (a'+/3^+y^)&^-(A„+A,+ A,)*+A = 0, 

und ihre Discriminante wird 

(8.) R = (A„+A,+A,)'-4(a^+/?*+y^)A. 

Verschwindet dieser Ansdrock R^ so hat die Gleichung (3.) gleiche Wurzeln, 
und der Schnitt der Fläche (1.) durch die Ebene (2.) ist ein Kreis. 

2. Betrachten wir zunächst den speciellen Fall, in welchem /=m=fi=0 
ist, also die Coordinatenaxen parallel zu den Hauptaxen der Fläche liegen; 
dann wird 

(9.) Ä = l{b+c)a^+ ic+a)ß'+ (a+6)/]*- 4 (a'+ß'+fXbca'+eaß'+abr'). 

Dieser Ausdruck von jR reducirt sich leicht auf folgenden 

^ '^ \ -2(fl-.6)(6-c)ay-2(6-a)(a-c)/yy^, 

welcher bekanntlich in vier Factoren, in der Formel 

a|/6— c + /9yc— a+yy« — 6 
enthalten , zerfällt und hierdurch sogleich die Bedingungen erkennen lässt, 
welche fflr Kreisschnitte obwalten. Wir werden nun, indem wir zum all- 
gemeinen Fall zurflckkehren , zuerst den Ausdruck (8.) von R auf eine der 
Form (10.) ähnliche Form zurückfahren. 

3. Ersetzen wir zunächst 

l m n a b c 

durch 

l m n aa bß cy 

«7 r ßr 1^ "^' 



■ 1 ' 

5 -■> 



\--l 



tw 1 
I. 

A . 

i- 

1; 

■ 

j: : 

} . 

t ■ 

I • 

i : 



h 
/ 



M 



r 



t 

■ I 



T ♦ 



i 






.3 






s 
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SO erhalten wir eine bedeutende Vereinfachung, indem die Determinante ^ 
flbergeht, wie leicht zu sehen, in 

a n m i 



(11.) D = - 



»6/1 
m / c 1 
1110 



Zugleich geht die Gleichung (3.) oder (7.) aber in 

(12.) aßy(a'-^ß'+f)k'-^{ßyD„+fa'D,+a'ß'D;)k+aßrD = 0, 
wo 
(13.) D« = |^ = c+6-2/,D, = ^ = c+a-2m, Z), = ^ = a+6-2ii. 

Bezeichnen wir mit R' die Discriminante dieser Gleichung (12.) und setsei 
zur AbkOrzung 

(14.) ßY = l, fa'^ti, a'ß'^y, 
so ist 

(15.) R = (ADa+/iD6+yI>c)'-4(Ä/i+^y+yÄ)D. 
Nun ist aber 



dD 



(16.) 



^-^ = D, = —/+«+«— 



BD 

dm 



= D. = /— w+ii— 6, 



i-^ = Z), = /4-w-n-c, 



mithin 



(17.) A+D^ = -D,, Z), + D. = -D,, D, + Z>/ = ~ö,. 

Femer ist, da D eine homogene Function zweiten Grades der Grössen a^ b, e^ 
ly mj n ist, 

2D = aD^ + hD^,^cD^+2lD^+2mD^+2nD^. 

Ersetzt man hierin D^, Dt, D^ durch ihre Werthe aus (17.) und berflck- 
sichtigt hierauf die Gleichungen (13.), so kommt 

2D = ^DaD^^D.D^^D^D. 
oder endlich, wenn man wiederum für D,,^ Z),,^ D^ ihre Werthe aus (17.) setzt, 

(18.) D = D^D^ + D^D^+D.D,. 
Vermöge der Gleichungen (17.) und (18.) wird nun die Formel für R! 
(19.) Ä' = [A(/).+Z)J+/^(Z).-hZ)/)+v(A-hZ).)]^-4 {lu^fiy^yl) {DiD^^D^D.^D^D,). 
Multipliciren wir nun den Ausdruck (9.), welchen wir fQr R unter der Vor- 
aussetzung / = m = n = fanden, mit a*ßy* und ersetzen hierauf a, b, e durch 
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y, — , — ; machen wir ferner dieselben Veränderungen in dem ihm gleichen 
Ausdruck (10.), so giebt die Gleichsetzung beider Ausdrücke 

[k{b + c)'\'fi{c+a)+y(a+b)f-A(liic + fiv+vX){bc+ca+ab) 

(20.) ( = {by-cfj.f+{cX-avy + (a,U'^bXy-2{bv'-cfi){cX'-av) 

— 2 (cA — av) {afi — 6A) — 2 {a/i — bl) (bv — cfi) , 

und vermöge dieser Gleichung, deren erster Theil ganz die Form obigen 
Ausdrucks für R (19.) hat, wird nun 

4. Dieser Ausdruck für B! lässt sich wie der Ausdruck (10.) in vier 
Facloren zerlegen. Aber er lässt sich noch in anderer Weise umformen. Be- 
zeichnen wir der Kürze halber die drei Grössen D^v—Dju.^ D^l—DiV, Difi—D„X, 
aus welchen R' zusammengesetzt ist, der Reihe nach mit P, Q, S, so besteht 
die Relation 

(22.) lP+fiQ'{-vS = 0. 

Multipliciren wir nun Gleichung (21.) mit l+fi+y und bemerken, dass ver- 
möge dieser Relation 

- PQfi--PSv = P'l, -PQk-QSfi = Q'fi, --PSl-QSfi = S'r 

ist, 80 wird 

{X+fM+v)R' = 3iF+ APH XS'''2XQS 

+ /iP'+BiiiQ^+ fiS'-2iiiSP 

+ vF+ vQ^ + SrS'-2yPQ 
oder schliesslich 

f(X+fi+v)R' = SXF+XiQ^Sf 

(23.) +3^^^+^(5f-P)^ 

( +SyS' + v{P-Q)\ 

5. Um nun aus diesen Formeln für R' die entsprechenden für R zu 
erhalten, hat man die ursprünglichen Werthe von l, m, n, a, b, c wieder ein- 
zuführen, mithin 

ly tn^ Uy Oy by C 

EU ersetzen durch 

w jo ßy ^y t. ^ß 

al, ßm, yn, -^a, -^6, -f-c. 

•lonroftl fOr Mathematik Bd. LXXI. Heft 1. 7 
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Hierdurch geht, wie aus (16.) aod (6.) sich ergiebt, Di, D^, D, Ober io 

i 1 1 

— A;, -g-^mf — ^•. Zugleich hat man R zu ersetzen durch ayfyR, weil 

die quadratische Gleichung in Ar in n^. 3 mit aßy multiplicirt wurde. Hiermit 
erhält man, mit Berücksichtigung der Werthe von X, fi, v, aus Gleichung (21.) 

1 o'ßYR = 

(24.)(Aj9-A.y)'.«V(A^-A^)»./9*+(A^-Aji)'./-2(Aj?-A^)(A^-A,a).o'/3» 
(-2(A.y-A,a)(A,«-A./9)./3'y'-2(A,a-A,/9)(A./Sf-A.y).y'«* 

oder auch, wenn IT ein Product von vier Factoren bezeichnet, 



(25.) a'ßYR = /r(a]^A./^-A.y±/?yA.y-AjO + y]/A,a-A./9). 

Femer erhfilt man aus (23.) folgende Zerlegung von (o^/^+/9y+;^o')A in 
eine Summe von $eeh» Quadraten 

{«'ß'+ßY+f^R 



(26.) 



= 3«'(A.^- A. y)»-|. J^ [(A. y- A, a)/^-(A, « -A.ß)fy 
+ 3/S»(A.y-A,a)'+^[(A,«-A./9)y»-(A./?-A.y)a*]* 
+ 3y'(A,a-A,/?)'+p-[(A./?-A.y)a*-(A.y-A,o)/S»]?. 



Die Grössen Ai, A., A. sind durch die Gleichungen (6.) gegeben. Die drei 
letzten Quadrate müssen resp. durch a% ß^, y^ theilbar sein. Die Grössen, 
deren Quadrate in dieser Formel auftreten, sind nämlich ausgeschrieben: 

|A./3-A.y. = ^a(ß''-f)-{mß-ny){ß''^-f^-ib-e)aßr, 

(27.) |a,j'— Ai« = «^(/-a*)— («y— /o)(y* + a')— (c— a)«/?^, 

( A,o -A./9 = «y(«»_/3^_(/a-m/3)(a'+/5*)-(a-6)«/9y 
und 

l[(A,y-A,«)/J»-(A,a-A./3)y»] 
1= / (a'/3»+ 2/?»^'+ y»«») ~ (m/^+ny) . « (/S'+y^ - [(c-a)/?»- (a-6) y'] /9y, 
(28.) / ■i[(A,a-A./9)y»-(A./S-A.y)o'] 

1= m(a»/5'+/3'y'+2/a») - («j'+ fa). /?(y'+«') - [(«- 6)y*- (6- c) dr[ y«, 

l[(A./9-A.y)a*-(A.y-A,«)/3'] 
1= n (2o'/3'+/J'y»+y*«») - (fa+«/J) . y (o'+/J^ - [(ft-c) a»- (c-a)/?] a/9. 
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6. Aus der Gleichung (26.) ersieht man unmittelbar, dass im Allge^' 
meinen A = wird^ mithin der Schnitt der Fläche durch die Ebene ein Kreis 
isty wenn die i&wei Bedingungsgleichungen erfüllt sind 

(29.) Aia == A^ß = A.y. 
Im Allgemeinen wird nftmlich fQr einen Kreisschnitt keine der Grössen a, ß, y 
Null sein, weil sonst eine Coordinatenaxe in einem Kreisschnitte liegen mflsste. 
Dieser Fall kann nur eintreten, wenn die Coefficienten der Gleichung der 
Fläche einer besondern Bedingung genägen. Ist z. B. /9 = 0, also A./? = 0, 
so muss auch zugleich A,;^ = und A/oc = sein, welche zwei Gleichungen 
sich fflr /i = auf die eine Bedingung 

(30.) fa-«y = 
reduciren. Aber damit in diesem Falle ü = werde, ist, wie Gleichung (26.) 
zeigt, noch erforderlich, dass 

-l[(A,a«A./J)y'-.(A^/3-A,y)a*] = 0, 

welche sich für /9 = auf folgende 

(31.) (a-6)y^-(6-c)a^-2m«y = 

reducirt. Die Elimination von — aus (30.) und (31.) giebt 

(32.) (6-a)/H(6-c)iiH2/mii^= 
als Bedingung, dass die Axe der y in einem Kreisschnilt der Fläche (1.) liege, 
und nach (30.) ist 

l n 

sodann die Gleichung der Ebene des Kreisscbnitts, in welchem sie liegt. 

Wäre aber zugleich / = und fi = 0, also die Axe der y parallel einer 

Hauptaxe der Fläche, so ist die Gleichung (30.) identisch erfallt, und die 

Gleichung (31.) in Verbindung mit /9 = bestimmt zwei durch die Axe der 

y gehende Kreisschnitte, deren Gleichung 

(a-6)x'-(6-c)ÄH2fiw:» = 
ist. 

7. Kehren wir zu den allgemeinen Bedingungsgleichungen (29.) für 

Kreisschnitte zurflck. Wie aus (27.) ersichtlich, ergiebt sich aus der Gleichung 

A^/3-A.y = 

rqq^ n - (m/?-iiy)Og' + y') 

und dieser Werth von a, in die Gleichung A./— A^ = substituirt, fährt zu 
einer homogenen Gleichung in ß und y vom neunten Grad. Nun sahen wir 

7» 
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aber in d<^. 6, dass die GleichuDgen (29.) auch erfQllt werden durch die Systeme 

! a = 0, mß— ny = 0, 
(34.) /5 = 0, /a-«y = 0, 

welche Lösungen jedoch im AUgemeinen keine Kreisschnitte bestimmen, sondern 
nur, wenn resp. die erste, zweite, dritte der Bedingungsgleichungen 

lA =(a-6)fwH(a-c)»' +2/111» = 0, 

(35.) ( Ä = (6~a) P+{b-c) n' +2lmn = 0, 

U" - (c-a) P + {c-bW +2/IW» = 
Statt hat. 

Vermöge der ersten Lösung (35.) ist die Gleichung vom neunten Grad 
durch mii — ny theilbar, was auch unmittelbar zu ersehen ist. Vermöge der 
zweiten Lösung ist der Coefficient der höchsten Potenz von y Null und ver- 
möge der drillen Lösung ist der Coefficient der höchsten Polenz von ß Null. 
Hierdurch reducirt sich die Gleichung vom neunten Grad auf folgende Gleichung 
vom sechsten Grad 

l{c-a)P-\-{c-bW+2lmnlli^+2l[{C'-a){c-b)-l'-m'-'n']ß'r 

+ [{c - b) (- 5^+ 2 j»'~ n') + (c - ö) (c - bf- (c - a) P+ 6lmn] ßY 

(36.) (+4/[r-iw'-,ii--(c-A)']/?y 

+ [(J> - c) (- 5^+ 2»-- m') ^ib-a)(b- cf- {b - a) V^ Glmn]!^/ 

\ + 2l[ib-a){b-c)-P-m''-^n']ß/+[{b-a)P + i,b-c)n''+2lmn]f^0. 

Diese Gleichung vom sechsten Grad giebt auch die Lösungen (34.), 
wenn dieselben Kreisschnitte bestimmen. Denn ist die Bedingung Ä' = 
(35.) erfüllt, so genügt y = der Gleichung (36.); ist ^' = 0, so ist ß = 
eine Wurzel, und wenn die Bedingung ^4=0 erfüllt ist, so wird, wie man 
sich leicht überzeugt, die Gleichung befriedigt, wenn mß = ny gesetzt wird, 
und die Gleichung (33.) giebt den zugehörigen Werth a = 0. 

Uebrigcns kommt die Auflösung dieser Gleichung auf die Auflösung 
der cubischen Gleichung zurück, von welcher die Bestimmung der Hauptaxen 
der Fläche (1.) abhängt, indem, wie aus andern Betrachtungen erhellt, die 
linke Seile der Gleichung in drei Facloren von der Form 

b/ + cß'-2lßy^kUr+f) 
zerfallt, wo l je eine Wurzel dieser cubischen Gleichung ist. 

München. Mai 1868. 
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Zur Theorie der Bewegung der Elektricitat in 

nicht linearen Leitern. 

(Von Herrn H. Lorberg in Riihrort.) 



§. 1. Aufstellung der allgemeinen Gleichungen der Bewegung 

der Elektricitat. 

JLlie von Herrn Kirchhoff im 102^^" Bande von Pog-g*. Ann. aufgestellten 
allgemeinen Gleichungen für die Bewegung der Elektricilät in beliebigen, auch 
nicht linearen Leitern sind meines Wissens — mit Ausnahme einiger Eni- 
Wickelungen bezuglich ihrer Verwandlung in Differentialgleichungen, welche 
Herr Weingarten *) veröffentlicht hat — noch keiner eingehendem Behandlung 
unterworfen worden; es durfte daher vielleicht ein kurzer Auszug aus einer 
Ober diesen Gegenstand angestellten Untersuchung nicht ganz ohne Interesse 
sein. Ich verallgemeinere die Kirckhoffschen Gleichungen in sofern etwas, 
ald ich die Elektricitat nicht sich selbst überlassen, sondern unter Einwirkung 
äusserer, mit der Zeil veränderlicher elektromotorischer Kräfte stehend an- 
nehme;' und zwar will ich aber diese Kräfte die allgemeinste Voraussetzung 
machen, dass sie theils von bewegten Massen statischer Elektricitat, theils von 
bewegten und ihre Intensität ändernden elektrischen Strömen oder Magneten 
herrühren. 

Ist Q das mit der Zeit veränderliche Potential der äusseren Massen 

statischer Elektricitat, so ist —-~^ die a;-Componente der von diesen Massen 

auf die Einheit des positiven elektrischen Fluidnms im Punkt p = {x, y, z) aus- 
ffeübten Kraft. Es sei ferner x = 439 . 1 0^ ^j"^'"^^^'' die Constante des Webersch^n 

Grundgesetzes, r die Entfernung des Punktes p von einem Punkt p' = {x\ y\ z) 
des Stromdrahtes oder Magneten, r und c' die Geschwindigkeiten, mit denen 
der Strom und der Magnet bewegt wird, a und a! die Winkel der Richtungen 
dieser Geschwindigkeiten mit der (r-Axe, dl das Element der Stromfläche, 
dv das Element der Normale von dX oder der Axe eines dem Elementarstrom 



') „Uebcr die Bewegung der Elektricit&t in Leitern.^ Dieses Journal Bd. 63. 
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gleichwerthigen magnetischen Moleküls vom Moment M, J die in mechanischem 

r 'r I- . /^ 

Mass gemessene Intensität des Stroms, P^^JSM—^ — = ^2^rfv— öp— = -2^— 

das Potential des ganzen in dem Magneten enthaltenen positiven und negativen 
Magnetismus; dann sind die Componenten der ganzen von dem bewegten 
Magneten und von dem bewegten und seine Intensität ändernden Strom auf 
die mechanische Masseinheit des positiven Fiuidums im Punkt p ausgeflbten 
elektromotorischen Kraft, in mechanischem Mass gemessen, 

WO 

Li = rcosaJ-Trfi-s — l-7r-;s-r cos aP+ 



dv ' 2|/2 " """ ^ dt r 

und analog I^ und Ly. 

Um über die Voraussetzungen, auf denen die Kirchhoff^chen Glei- 
chungen beruhen, klar zu werden, ist es von einigem Interesse, die von der 
im Innern des Körpers befindlichen Elektricität auf die Einheit des positiven 
Fiuidums im Punkt p ausgeflbten Kräfte direct aus dem fVe6erschen Grund- 
gesetz herzuleiten, nach welchem die ganze von zwei elektrischen Massen 
ju, ILi' in der Entfernung r auf einander ausgeflbte Kraft durch 



r« x' lr*\dty r dt' J 



ausgedrflckt wird. Diese Kräfte sind folgende. 

a) Die von der freien Elektricität herrflhrende Kraft; ist b' die Dichtig-^ 
keit dieser freien Elektricität, d. h. des Ueberschusses der positiven Aber die 
negative Elektricität, in einem Punkt p' des Inneren, e' die Dichtigkeit der 
Flächenbelegung, £2 das Potential dieser ganzen freien Elektricität, also 



^ =/t^'-^/t^<^> 



(wo, wie aberall im Folgenden, dr ein Volumelement, da ein Oberflächen- 
element des Körpers bezeichnet), so ist die j;-Componente dieser Kraft = — -^— • 

b) Die von den im Innern vorhandenen elektrischen Strömen her- 
rflhrende Kraft nach der a;-Axe ergiebt sich aus dem FKe6erschen Grundgesetz 
als eine Summe von zwei Kräften, von denen die erste E^^ (die elektromotorische 
Krckfl) auf die positive und negative Elektricität mit gleicher Stärke, aber 
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entgegengesetzter Richtung, die zweite D;^ (die elektrodynanUsche Kraft) auf 
beide Elektricitfits - Arten mit gleicher Stärke und Richtung wirkt und daher 
keinen andern Effect haben kann, als dass sie sich möglicherweise auf die 
Körpermoleküle überträgt und eine Bewegung derselben veranlasst. Unter 
der auch von Weber*) bei seiner Ableitung der Kirchhoffischen Gleichungen 
ausgesprochenen Voraussetzung, dass die Menge der freien Elektricität im 
Verhältniss zu der ganzen strömenden Elektricität beständig so klein bleibt^ 
dass man die von der erstem ausgeübte Kraft gegen die von der letztern 
ausgeübte vernachlässigen darf; und unter der fernem Voraussetzung, dass 
die Dichtigkeit d der positiven sowie der negativen strömenden Elektricität 
von der Zeit unabhängig sei, dass man also, wenn e die Geschwindigkeit der 

positiven Elektricität, u die Stromdichtigkeit bezeichnet, ^"37" = — W^ = -er- 
setzen könne, wobei ebenfalls nur Grössen von der Ordnung -. vernachlässigt 

werden , ergiebt sich jEjc = r -^ » wo U den von Kirchhoff ebenso be- 
zeichneten Werth hat. 

Zu diesen von der Elektricität selbst ausgeübten Kräften kommt noch 
die von den ponderabeln Theilchen auf die Elektricität ausgeübte Kraft, welche 
man als Widerstand zu bezeichnen pflegt. Ist u die Stromdichtigkeit nach der 
x-Axe, k die Leitungsfähigkeit, so ist unter der von Weber a. a. 0. (pag. 595) 

ausgesprochenen Voraussetzung die x-Componente dieser Kraft = — oT* 

Hiernach ist die ganze yon Aussen und Innen auf die mechanische 
Masseinheit positiver Elektricität im Punkt p ausgeübte Kraft nach der x-Axe, 
wenn wir noch die von den äussern Strömen und Magneten ausgeübte elektro- 
dynamische Kraft mit J^ bezeichnen. 

Nach den Grundbegriffen der Mechanik muss nun diese Kraft gleich sein der 
im Punkt p stattfindenden Beschleunigung 6 der positiven Elektricität nach der 
oc-Axe, multiplicirt mit der Mcuse m der mechanischen Masseinheit positiver 
Elektricität^ das Wort „Masse^ in dem gewöhnlichen Sinne der Mechanik ge- 
nommen als das Verhältniss der wirkenden Kraft zur ertheilten Beschleunigung. 



*) lyElektrodynamiBche Masabestimmuneeni insbesondere über elektrische Schwin- 
gungen/' Fünfte Abbandlang, Leipzig 18&. 
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Betrachten wir die Geschwindigkeits-Componenten £, riy ^ der Elektricitfit im 
Punkt p als Functionen der Coordinalen und der Zeit, so ist b, die Be* 

schleunigung eines bestimmten Elektricitfitstheilcliens, = ^ + ^5"+^^ +?3" * 

Die obige Kraft ist also, wenn wir mit u, «^ w die Componenten der Strom- 

dichligkeit bezeichnen und statt ^"^^j"^^ wie oben in b) nfiherungs- 

m du . ^ m du /t^f , d^ . ^di\ ^ . . m. 

weise -j-rr^ setzen, ^^^ 'j 'ßi'r^Kßg^ + V'^ + Q-^)* Setzen wir zur Ab- 
kürzung 

2km 4k . 

-3- = A*, ^ = A, 

so erhalten wir hiernach als Gleichungen der Bewegung der positiven Elektricitfit 

+ 2h^-2kX = 

und zwei analoge für die y - und z - Axe. Die Gleichungen für die Bewegung 
der negativen Elektricität ergeben sich hieraus, wenn wir die Zeichen von 
u, S, ri, C, *ß^ Q und (nach dem Begriff der elektromotorischen Kraft) auch von 
U und X umkehren, dagegen D^ und J^ ungeändert lassen. Die Subtraction 
der so entstehenden Gleichung von der vorigen liefert die erste der folgenden 
Gleichungen 

^^+ u+2k^{n+Q) + 2h^^2kX = 0, 



(>4.) 



^ /öl öl öl\ 

p / d— d— d—\ 



Lorberg, %ur Theorie der Bewegung der Elekirieitäi in nidU linearen Leitern. 57 
Daza kommt noch für jeden Punkt des Innern die Gleichung 

ro \ du dv . dw , de 

^^'^ 'd^+'di + 'di' = -^^w 

und fflr jeden Punkt der Oberfläche, wenn a, 6, c die Winkel der nach Innen 
gerichteten Normale mit den Coordinaten-Axen bezeichnen, 

de 

(C.) ficosa+ccosb + ircosc = — i-37-9 

welche drei Gleichungen, wenn man /J', X, Y, Z, Q gleich Null setzt, mit den 
von Herrn Kirchhoff a. a. 0. aufgestellten übereinstimmen. 

Die Grösse fi~2k-j^ welche man in der bisherigen Theorie als ihrer 

Kleinheit halber ausserhalb des Bereichs unsrer Wahrnehmung fallend vernach- 
lässigt bat, ist ein neues Element, welches Herr Weber a. a. 0. in die Theorie der 
elektrischen Strömungen eingeführt hat, und dessen experimenteller Bestimmung 
er seine nächste Untersuchung zu widmen verspricht. Erinnert man sich, dass 
die in mechanischem Mass ausgedrückte Elektricitätsmenge i nach ihrer De- 
finition die Kraft angiebt, welche diese Elektricität auf die mechanische Hass- 
einheit positiver Elektricität in der Entfernung 1 ausübt, so sieht man, dass 

der Quotient -j- = -^ das Verhältniss der (in Masseneinheiten, z. B. in Milli- 
grammen ausgedrückten) Elektricitätsmasse in der Volumeinheit zu der von ihr 
auf eine gleiche Masse in der Entfernung 1 ausgeübten Kraft angiebt, oder 

dass — die Kraft der Elektricität in der Volumeinheit auf 1'"«' Elektricität in 

m 

der Entfernung 1 ist. 



§. 2. UmforrouDg der Gleicbungeu. 

.Um die Gleichungen {A,) in Differentialgleichungen umzuformen, be- 
zeichnen wir "^^+"ä^+"ö^ ™** "^^ ^^^ beachten die aus (1.) für alle 
Punkte im Innern des Körpers folgenden Gleichungen 

Wir erhalten dann ans (^4.) 

(3.) ^^+^+i6nke-2h^ = 0, 

Jonrn«! fOr Mathematik Bd. LXXL Heft 1. 8 



58 Lorberg, zur Theorie der Bewegung der Elekiricität in nickt linearen Leiiem* 

und zwei der letztern analoge Gleichungen fOr die y- und «-Axe. Abgesehen 
von den in fi multiplicirten Gliedern ist die Gleichung (3.) schon von Herrn 
Kirchhoff', die Gleichung (4.) von Herrn Weingarten a. a. 0. abgeleitet worden; 
auch bemerkt schon Herr Kirchhoff, es folge aus Gleichung (3.)) dass die freie 
Elektricitfit im Innern im Allgemeinen nicht verschwinden kann. Um in den Dif- 
ferentialgleichungen (4.) die Unbekannten zu trennen^» setzen wir 

dann geht die Gleichung (B.) über in 

welche Gleichung aussagt, dass die zweiten Theile /i, X2^ Xi ^^^ Ausdrücke 
für die Stromdichtigkeiten der Art sind, dass sie keine Verdichtung der Elek- 
tricitfit und folglich auch keine Ansammlung freier Elektricitfit veranlassen. 

Bezeichnen wir ferner mit -^ eine Differentiation nach der nach Innen ge- 
richteten Normale der Oberflfiche, mit il^ den ausserhalb des Körpers statt- 
findenden Werth von il und beachten die bekannte Gleichung 



— 47ie = 



da düa 



BN dN ' 
SO geht die Gleichung (C) über in 

d dSi 

(OL) ;:iCosa+;:2COsb+/3COSC = -^-^, 

aus welcher folgt, dass X\^ X^^ Xi ^^ Allgemeinen nicht gleich Null sein können. 
Die Einsetzung der Werthe (I.) in Gleichung (4.) giebt, nach Subtraction der 
nach X differentiirten Gleichung (3.)? 

und zwei ebensolche Gleichungen erhfilt man für X2 und Xi\ die zweiten Theile 
der Ausdrücke (I.) sind also drei solche Integrale der Differentialgleichung 

(IV.) (^^ + i)jx-6nh^ = 0, 

welche zugleich den Gleichungen (II.) und (lU.) genügen. Die Gleichung (IV.) 
stimmt, abgesehen von dem in ^ multiplicirten Gliede der Form nach mit der Glei- 
chung flberein, durch welche bei dem Problem def Wfirmeleitung die Temperatur 
bestimmt wird. Das Potential 12 endlich bestimmt sich durch die Gleichung 
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(3.), oder, wegen --47r£ = ^i2, durch die mit ilir identische 

(V.) {f,J^+-l^ + ißnk)jn + 6nh^ = 0. 

Durch die Gleichungen (I.) bis (III.) sind die Gleichungen (B.) und 
(C.) des §. 1 erfallt; die Gleichungen {A.) aber werden durch die Gleichungen 
(IV.) und (V.)? welche aus jenen durch DiiFerentiation entstanden sind, nicht 
ohne hinzukommende Bedingungen erfflUt sein. Diese Bedingungen ergeben 
sich mit Benutzung der aus dem Greenschen Satze für eine beliebige Function 
(p folgenden Gleichungen 

(5, f^^^4±^-f^^^ 

(6.) /r^„* = 2f^d,-fr%äc^.f^'^äo 
auf dem von Herrn Weingarten a. a. 0. angedeuteten Wege in folgender Form: 






und zwei analoge Gleichungen fflr die jf- und J5-Axe; diese Gleichungen, 
welche wir . abkürzend 

schreiben wollen, sind also die Bedingungen, denen die Werthe von 12 und x 
an der Oberfläche noch genügen müssen, wenn aus den Gleichungen (!.) — ( V.) 
die ursprünglichen Gleichungen {A.\ (£.), (C.) folgen sollen. 

Es ist wesentlich, zu bemerken, dass sfimmtliche in den Gleichungen 
(VI.) vorkommende Integrale J im Innern des Körpers der Gleichung JJ=0 
genügen, und also, ebeniso wie Q und X, Y, Z, als Potentiale äusserer Massen 
oder Flächenbelegungen für den Innern Raum des Körpers betrachtet werden 

— i g]v 9 wo (p eine beliebige Function bedeutet, ist 

nach (5.) eine an der Oberfläche discontinuirliche Function, welche sich innen 

auf — /— ^rfr— 4yi9, aussen auf "J-^di: reducirt, also sowohl innen als 

aussen der Gleichung ^J-^ — ^^ = genügt ; für y = i2 ist innen 

8* 
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wo Qf daß Pot^itial der elektrischen Flichenbelegmig des Körpers beseichnet, 
aasseo 

Um auch J\P^ -^ — r ^j^ ) da als Potential äusserer Massen darzastelleiL, 

bezeichnen wir mit de das Element des zwischen dem Körper und einer ihn 
umschliessenden Kngel vom Radius e enthaltenen Raums, mit M die Suaime 
der das Potential £i erzeugenden Massen; dann ergiebt sich aus (6.) 

(7.) y(i2'-^-r-^)rfa = 21im(/^rfr-4;,ifc) ,Uinc=^). 

Der rechts stehende Ausdruck ist aber offenbar für den innern Raum ein Potential 
äusserer Massen; nicht so im äussern Raum, wo sein J nicht gleich Null;, 
sondern gleich Snil^ ist. Hiernach ist auch der ganze auf der linken Seite der 
Gleichung (VI.) stehende Ausdruck ffir alle Punkte des innern Raumes ein 
Potential Süsserer Massen, woraus folgt, dass die Gleichungen ^VI.) bloss an 
der Oberfläche erfQllt zu sein brauchen. Die physikalische Bedeutung jenes 
Ausdrucks ist die, dass er, wenn man unter r nicht wie in der Gleichung (VI.) 
die Entfernung von einem innern, sondern von einem äussern Punkt p versteht, 
die mit —IÖttAt multiplicirte x-Componente der elektromotorischen Kraft be* 
zeichnet, welche die Strömungen und die freie Elektricität des Körpers sammt 
den äussern elektrischen Massen und Strömen auf den Punkt p ausüben. 
Wegen JY=0 folgt aus den Gleichungen (VP.j 

dx * dy * da ' 

und diese Gleichung ergiebt sich unter Berücksichtigung von (II.), (IV. )^ (2.) 
und von bekannten Eigenschaften des Potentials als identisch mit der folgenden 

(8.) ^(;fiCOsa + ;:,cosB+/3COSC+-^-^) = 0, 

d. h. der eingeklammerte Ausdruck hat einen von der Zeit unabhängigen Werth^ 
ist also bestandig gleich Null, wenn er zu irgend einer Zeit verschwindet. Diese 
Bedingung wird aber hu allgemeinen schon durch die sonstigen Annahmen er- 
füllt sein, so dass die Gleichung (III.) überflüssig und dM gansse Problem in den 
Gleichungen (I.), (U), (IV.), (V.), (VI.) enthalten ist. Für den Fall der Kugel 
wird im Folgenden nachgewiesen werden, dass diese Gleichungen zur Bestim- 
mung der Unbekannten gerade ausreichen; hat man die Functionen ;t und S2 den 
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Differentialgleichungen (IV.) und (V.) gemfiss bestimmt, so ergeben sich die in 
Xii X2'i Xi enthaltenen willkürlichen Constanten durch die drei Gleichungen (VI.) 
mittelst der Constanten von Si, und indem man die letztern in die Gleichqngen 
(II.) einfahrt, erhält man ein System von Gleichungen zu ihrer Bestimmung. 
Endlich ergeben sich ti^ e, w aus (I.), b find e aus den Gleichungen 

wo £2„ sich in bekannter Weise durch den an der Oberfläche stattfindenden 
Werth von S2 bestimmt. 

Die Gleichung (II.) lässt sich dadurch identisch erfflllen, dass man' 

^' "" di dy ' ^^'^ dx dz ' ^^ " dy " dx 

setzt, wo ^1, ip.^ (fi irgend drei Integrale der Gleichung (IV.) bedeuten. 



Zweiter Theil. Anwendung auf die Kugel. 

§•. 3. Inductionsatröme unter fortdauernder Einwirkung einer äussern 

elektromotorischen Kraft. 

Um die allgemeinen Gleichungen des vorigen Paragraphen auf die Be- 
wegung der Elektricilät in einer Kugel vom Radius a anzuwenden, führen 
wir Polarcoordinaten in Bezug auf den Mittelpunkt der Kugel als Anfangspunkt 
ein, setzen also 

aj = ()cosi^, jf = p sin 1^ cos v^, j5 = psini^sünt^ 

und benutzen im Wesentlichen das Verfahren, welches Poisson in Gap. XI 
seiner Theorie math, de la chaleur anwendet, und zwar bei Untersuchung der 
Wärmebewegung in einer ursprünglich in beliebiger Weise erwärmten Kugel, die 
sich in einem Raum befindet, in welchem an den einzelnen Punkten der Kugel- 
oberflache beliebige und der Zeit nach veränderliche Temperaturen herschen. 
Sämmtliche in unserm Problem vorkommende Grössen lassen sich nach Kugel- 
fiinctionen entwickeln, d. h., wenn wir mit P" die Kugelfunction n^^^^ Grades des 
Winkels & bezeichnen und mit Herrn Heine (Handbuch d. Kugelfunctionen p. 183) 
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setzen, in Doppelreihen von Gliedern der Form 

a:c:+b:s:, 

wo äü und 6r blosse Functionen von p und t sind. Als Functionen von t 
lassen sich das Potential der äussern elektrostatischen Kraft Q und die Com- 
ponenten der äussern Stromkrfifle X, Y, Z bekanntlich in Reihen von der 
Form'®e' f, (welche auch in bestimmte Integrale fibergehen können) ent- 
wickeln, woraus folgt, dass auch ii, Xi^ X2'> X% si<^b in eben solche Reihen 
entwickeln lassen; dabei nehmen wir ffir Q und für X^ Y, Z dieselbe Form 
an, um die zwei Fälle, wo nur elektrostatische und wo nur Stromkräfle vor- 
han.den sind, zusammenzufassen; es ist dann nachher in den so erhaltenen Formeln 
entweder Q oder X^ Y, Z gleich Null zu setzen. Durch die Summenzeichen 
JS"^ 3, ® bezeichnen wir im Folgenden fiberall, wo nicht eine andere Bestim- 
mung ausdrücklich angegeben wird, Summationen respective nach n Ober alle 
ganzen Zahlen von bis «>, nach m fiber alle ganzen Zahlen von bis n 
4ind nach einer Grösse e. Wir setzen demnach 

X, = ©e*-'-^p-/i^;c,„ = ©e*''-2'0.-S(A" '»: + A- C:), 
|;C, = @e*''-r()>.,;f,^ = ©e''-'-2'O^S(^-S: + B:.C:), 
\X, = ©e*-'-2:(>>«;ts.. = ©e^^'-^^p^^SC C-C:-/rS:), 

t 



(I.) 



(II.) 



Da Q und X, Y, Z Potentiale äusserer Massen sind, so sind in (I.) die Grössen 
Xnn9 Qnn ^ou Q Unabhängige Kugelfiinctionen n^^ Grades, und die Grössen 
aZ etc. sind blosse Constanten, ebenso wie die AZ^ etc. in (II.); Pn» und q^ 
sind noch zu bestimmende Functionen von q. Vermöge des obigen Werthes 
von X S^bt die Gleichung (IV.) des vorigen Paragraphen über in 
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und wenn wir zur Abkürzung 



setzen, so folgt 



.^ V Snhtt Xg 2 



W ^+^^-ip~-o. 



Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung ist nach Poiseon eine Summe 
zweier particulSren Integrale, von denen das eine für q = unendlich wird ; 
da aber die Functionen x ^^ Mittelpunkt der Kugel endliche Werthe behalten 
mflssen, so ist fflr p^ nur das andere partikuläre Integral zu nehmen, nämlich 

(3.) Pns =/^\i''^yoos{ggj^zi)dz. 

—1 

Man kann dieses Integral auf doppelte Art, in eine unter allen Um- 
ständen convergirende unendliche und in eine endliche Reihe entwickeln; führt 
man nämlich, wie üblich, die Fourier ^ Bessehche Function 

•^"^*) "^ 2*nn V""2. 211 + 2+2. 4. 2« + 2.2n + 4 / 

ein und setzt 

SO ist 

(4.) p,. = )^.2-/7«^^^^. 
Ferner hat man nach Poisson 



(5.) 



(- i)-G.i)'"V. = (/•■^-r"^)F.+(/-^+r'-^)e., 



WO 



F.= -^«^(iy,-^f, G, = -i:a,„^,(g,rf'^\ a, = 2'.(;)/7(2ii-flr) 



^ 



(wo (^^ der a^ Binomialcoefficient der Potenz n). In F, und G, sind die 

Summen ^ so weit fortzusetzen, bis sie wegen der darin enthaltenen Bi- 
nomialcoefficienten von selbst abbrechen; sie sind also ganze Functionen n^^ 
Grades von q. Für q = erhält man 

P^ "■ 1.3...2II+1 ' 
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Die Function p^ genügt nachstehenden Gleichungen^ welche im Folgenden 
vielfach Anwendung finden: 

und zwar gelten dieselben fflr alle Werihe von n, von n = an, wenn man 
für fi = nur np._,,, durch cos(flr, — i) ersetzt. 
Setzen wir femer 

rm \ 6nha X* — /.^ 

^ -^ fAx: + x., + i6nk " ^'' 

so wird iu Folge der Gleichung (V.) des vorigen Paragraphen 9.« die näm- 
liche Function von c,-^, wie p^ von g,-^- 

Es bleiben noch die Gleichungen (II.) und (VI.) des vorigen Paragraphen 
aufzustellen. Setzen wir 

2(n-m)^%,+ (ßr.:-+Cri:j-(«-m)(n-m-l)(J?rr^^^^ 
.gj = ^:_,„(^Ä,C), 

'^ )2(i»+m+l)^-+,,-(fi:^/,.+C:r;:/J + (n-+m + 

= /fr„,,(^Ä,C}, 

und bezeichnen mit Ä^,^,(A, B, 7') und Äi*^, ,,(A, B, /') dieselben Functionen 
von A, B, /', wobei ß*' und 7^' gleich Null zu setzen, C" und B" zu verdoppeln 
sind, so geht die Gleichung (II.) des §. 2 über in 

welche sich in folgende zwei Relationen zwischen den Constanten auflöst 



(A) ''"^' 



L-^H:.,,,{A)+^^^^K:^,,.iA) = o («. = 1,2,...«), 
^fl':LM(A)+-^±^^Är+.,.(A) = o («,=0,1,...«), 



welche von n = 1 an bestehen müssen ; ausserdem muss noch fflr n = 0, wo 
zugleich m = 0, die zweite Gleichung gelten, welche dann fibergeht in 

iA\) K^.iA) = 0. 



Lorberg, zur Theorie der Bewegung der Elekiricitäl in nicht timaren Leitern» 65 

Die Gleichungen (VI.) des §. 2 gehen, indem wir, wie immer im Fol- 
genden, den Werth einer Function (p an der Oberfläche, d. h. für (f = a, mit 
(p" bezeichnen und die Coefficienten von sinmxp und cosmy/ einzeln gleich Null 

setzen, über in 

2n 

(B.) {_ 8nhxl_ r n^m 4ii(ii + 1)(ii + m+l) g* 1 

-167i*(ij+iii+l)/r+,,.+ 167i*a:, 
und zwei ganz ähnliche Gleichungen fflr ^^ und C^^, in denen nur 

i -(i*~fii) F.-!.,, durch ^{±F;ril+[n^fn)in-^m-i)FZXs), 
(10.) (ii+i»+l)F,";,„ durch i(+Fr47;-+(«+m+l)(ii+m+2)Fr/,:.), 
((i»+fii+l}/r^.,,. durch i(±/r^-|,+(n + m+l)(ii+m+2)/rA^) 
zu ersetzen ist, wobei das untere Zeichen fflr B^^^ das obere fflr CZ gilt. 
Ganz ebenso werden die Constanten A, B, /^ durch die Constanten 4>, (p, a^ 
ßy y ausgedrückt. In B^ und /^,i> ist dabei 0" und i^^ zu verdoppeln. Diese 
Gleichungen gelten von fi = 0, i}i = an, wobei aber nach (6.) statt np«_i,^ 
und ii^IUm? f^i* i» = 0, cos(^;,ij und cos(c^f) zu setzen ist. 

Diese Werthe sind nun in die Gleichungen (i4.) einzusetzen. Es er- 
giebt sich 

= 8^^M ^2«"-H^^ '^~ 'P'«-lÖ«*2fl(2«-l)/^+167t*fl^,,. (a, 6, c) 
und mit Berflcksichtigang der Gleichung -^ — H -^ — |- -g— = 0, welche mit 

..„. jürrnM («, 6, c) = (n = l,a,...<»,« = l,2,...«; 
'*,"+,,,(«, /?,y) = (ii = 0,l,...<»,m = 0,l,...n) 
identisch ist, 

Durch Einsetzung der Werthe (11.) und (13.) in {A.) erhält man 

^a'«j(-«-^+(»+l)^^2:^)F- 
^_ (2n-l)(2n + l) ^, 2n+< „, , . . 

JowimI fb MrthwMrtik Bd. LXXL H«ft 1. 9 



n» 
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fflr fi = 1, 2, . . . oo; eine vollkommen identische Gleichung bestimmt 4>Z 
mittelst der Coefficienten (p und a, /:?, y. Dazu kommt noch für n = die 
Gleichung (Ä.)^ welche nach (13.) öhergehl in 0;;, = 0, ausser wenn x, = 
ist^ in welchem Falle 4»\l unbestimmt bleibt ; es ergiebt sich aber leicht, wenn 

man i2 = -SQ^ setzt, 12,,= — , wo E die ganze Summe der freien ElektricitSt 

im Innern und an der Oberfläche, d. h. die Menge der etwa anfänglich der 
Kugel mitgetheillen Elektricität bezeichnet. Setzen wir noch zur Abkürzung 

wobei •/,*, = zu nehmen und in J,^ statt («— l)p"_2,^ und {n—l')q'!,^j^, resp. 
cos(^^i) und cos (c,i) zu setzen ist, so erhalten wir schliesslich aus (C.) 

S2 = l + £ff'®e'''*q„£K. 

tm 1 



(III.) ^I2.= -i?^)i?^^±iI-P^p.. 



+-^^^^S[^-..«(«>*»*')s:+^-v(«'/^»^'^-] 



und durch Einsetzung des Werthes von F." aus [C.) in {B.) 

{tJix,^\)AZ 

,_ ft„*r (2«-3)(H-m) , 

(,V.)/ +(«+2)(2iH-l)(«+m + l)-?^±i^±i^/,V.] 

I, 4>tfe r ^C^w + O ^m n-m j „^ , . 






ÄlTs und C;, erhält man hieraus, indem man für — (« — 1») ^"Lv und — (« ~ m) Ä^l^ , 
die Substitutionen macht, welche in (10.) für '-{n—m)Fr^i^, angegeben sind^ 
fflr (« + fw + l )/rVi,. und (« + «»+1) ÄJ; diejenigen, welche dort für {n+m -hl )/»+!,, 
angegeben sind. Ganz ebenso bestimmen sich AZ, BZ, IZ durch die Coef- 
ficienten (py a, (i, y; in Bi^ und Cl^ ist dabei /^'und Ä"(a) gleich Null zu setzen, 
in B^^ und F^, ist q}^ und H^{(x) zu verdoppeln. Die Gleichungen fflr A, B, r 
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gelten von » = 1, iw=l an, die für C, A, B von « = 0, fii = an, so dass 
S2 und /i, ;f2, x^ durch die Gleichungen (III.) und (IV.) vollständig bestimmt 
sind. Diese Gleichungen gelten auch für ^ = 0, wenn für diesen Werth x^ = 
ist; man hat dabei nur zu beachten, dass dann 

xl x' xj ^ 2»+'/7« 



c; 2a*' gl ' '"•""^""~ 1.3...(2n+l) ' 

der 8 = entsprechende, d. h. von der Zeit unabhängige, Theil von Sl wird 
hiernach 

X 

wo Qin)+2!(}'*Qn{i der von der Zeit unabhängige Theil von Q ist; sind also 
keine äussern Stromkräfte vorhanden, und ist das Potential Q von der Zeit 
unabhängig, so drückt die vorstehende Gleichung die bekannte Gleichgewichts- 
bedingung der auf der Kugel vorhandenen Elektricität aus, dass nämlich ihr 
Potential plus dem äussern Potential in allen Punkten der Kugel denselben Werth 
haben muss. 

Die Ausdrücke (III.) und (IV.) bestehen aus je zwei Theilen, von denen 
der erste bloss von den äussern elektrostatischen, der zweite bloss von den 
äussern Stromkräflen abhängt; bezeichnen wir diese zwei Theile von 12^ mit 
£2'^^ und X2J^^ setzen im zweiten K statt x^, und nehmen beide Arten von 
Kräften gleichzeitig vorhanden, aber als verschiedene Functionen der Zeit an, 
nämlich 

so wird der allgemeinste Ausdruck von S2 

und analog %i^ 7(a^ %^. 

Nachdem so Sl und /», %i^ x^^ mithin auch «^g^C-g^^+JJi)^ ^^ ^ 
bestimmt sind, ergiebt sich femer 

Die Stromdichtigkeit nach dem Radius ist 



ja _ _a 



(17.) R = ö!r ^@e*'*#(>-' [2«Hy.^..,+ (n+l) g-y-^P-»* ]SK, 

9* 
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de 
an der Oberfläche ist hiernach, wegen (16.), ^"^'^'ä?' ^^^ ^^ ^^^^ ^^^ 

Gleichung (C.) des §. 1 sein muss. 

Die ganze durch eine der gegebenen concenlrische Kugelflfiche vom 
Radius (f in der Zeiteinheit strömende positive Elektricitatsmenge ist, wenn wir 

■x 

R = £R, setzen, 

U = (»'J/*yß.8indrf^dy/ = 0, 



U 



d. h. durch jede der gegebenen concenlrische Kugeifldche strömt in jedem Augen- 
blick so viel positive (mitbin auch negative) Elektricitat aus wie ein, es bleibt 
also die ganze in einer concentrischen Kugel enthaltene positive Elektricitats- 
menge beständig dieselbe und gleich der der negativen Elektricitat. Es kann 
also auch auf der Oberfläche einer Kugel durch äussere Inducliouskräfle die 
Elektricitatsmenge einer Art nie vermehrt oder vermindert werden, gerade als 
ob die Elektricitat sich bloss auf der Oberfläche bewegte ; mithin wird dadurch 
auch während der Bewegung ebensowenig wie im Gleichgewichtszustande ein 
Ueberschuss der einen Elektricitätsart Ober die andere aufgehäuft. 

Aus (III.) folgt, dass wenn keine freie Elektricitat vorhanden sein, also 
£1=^0 sein soll, ^ = und ausserdem 

rl8 i^.r-i,.(ö) = 0. (» = 1,2, ...ac,m=l,... ii) 

( HZ^i^^{ol) =0, (ii = 0, 1. . . . oo, m = 0, . . . fi) 

sein muss. Diese zwei Gleichungen in Verbindung mit den Gleichungen (12.) 
sind aber die noth wendigen und genögenden Bedingungen däfQr, dass die Resul- 
tirende der äussern Stromkräfle beständig auf dem Radius senkrecht steht, was 
dann nalfirlich auch fflr die Strömung stattfindet; es wird dann nach (IV.) 

(19.} A:. == Qnh^^- . — — L— — a-, AZ^Snk^^--, — J,. , aZ 

und analog B^ C, B^ /*. Sind also keine äussern elektrostatischen Kräfte vor- 
handen, und ist die Resultirende der äussern Stromkräfle in jedem Punkt auf 
dem Radius senkrecht, so verlaufen die — in diesem Falle natürlich ge- 
schlossenen — Stromcurven, d. h. die Linien, weiche in jedem Punkt die 
Richtung der Strömung angeben, auf mit der gegebenen Kugel concentrischen 
Kujfelflächen, und die Stromdichtigkeit ändert sich nur von einer solchen Strom- 
curve zur andern. Jn jedem andern Falle sind die Stromcurven nicht ge- 
schlossen, sondern endigen an der Oberfläche. Aus den Gleichungen (12.) 
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und (18.) folgt 

1 < r« mV- «.j_4^ (»= 0,1,. ..oo,m= 0,2,3, ••.») 

^.rfu.KC,,- 2(m— O""' 2(ra+l) "' ' 

und ebenso wie bZ and <Ci durch die zwei ersten Gleichungen, bestimmen 
sich ß^^ und yZ^ mittelst der Coefficienten a für alle Werthe von n und m^ 
auch für m = 1 ; ausserdem ist a||« = 0. 

§. 4. Ströniuug unter Einwirkung auf dem Badius senkrechter äusserer 

Stromkräfte. 

Wir wollen jetzt zunächst den zu Ende des vorigen Paragraphen be- 
trachteten Fall näher untersuchen«^ wo keine äussern elektrostatischen, sondern 
bloss Stromkräfle vorhanden sind, deren Resultirende beständig und in jedem 
Punkt der Oberfläche parallel ist, wo also keine freie Elektricität auftritt; die 
eine Componente X dieser Kraft bleibt dann willkürlich, während die zwei 
andern Y und Z durch die Gleichungen (20.) bestimmt sind. Setzen wir 

(21.) Jir=i(i-jc. = lp-@e*''jir^ 

und analog Y und Z, so wird nach "(19.) 

^ 8^ ^» 1 ^ 12«^ (^x,+ 1)p^v 

und entsprechend v und w. Um diesen Ausdruck weiter zu entwickeln,, wollen 
wir fix^ gegen 1 vernachlässigen, was im vorliegenden Falle, wo der An- 
fangszustand nicht in Betracht kommt, unbedenklich ist, da die der „Masse^ 
der Elektricität proportionale Grösse fi jedenfalls sehr klein sein muss und 
wegen der Convergenz der Entwickelung von X in (21.) nur endliche Werthe 
von x^ zu berücksichtigen sind. Setzen wir zur Abkürzung 

/OQ \ 1.3...(2ii+1) • 

führen neue numerische Constanten b durch die Gleichung 

(24.) -j^ = 1 + J 

1 + ^S,_,^„X' 0=1 



^na 



e-oX" 



0=1 
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ein, entwickeln p^ nach Potenzen von g] nach (4.)^ und beachten, dass 
(Bxle * X^^= n» ist, so wird 



- o--' - ^"v d^X, 



(I.) 11 = ipX = 2&X+2ft S (8^Aa^)' | (-l^c^^ ^r-a (|-) " )e-^ 



T=* o=i) 



und analog « und tr. Die Stromdichtigkeit u erscheint hier durch eine nach 

Potenzen von 87iha^ = —f Sna^ fortschreitende Reihe ausgedrückt, welche um 

so rascher convergiren wird, je kleiner hd^ ist. Um ein Urtheil über den 
Werth dieser Constante zu gewinnen, wollen wir einen von Herrn Weber *) 
angegebenen und auch von Herrn Kirchhoff' benutzten Werth des Leitungs- 
vermögens k zu Grunde legen. Herr Weber fand den Widerstand des Jacobi-- 
sehen Widerstands -Etalons, eines Kupferdrahtes von 7620*"'" Länge und ^'"'" 

Radius, in elektromagnetischem Mass gleich 598.10' ^~^% folglich in 

R 7ß2() 

mechanischem Mass ir = -t-598-10' = — j— r-, woraus 

X 9t ,jf ,a 

. 4k 9.7620.10-^ .ß .^_, 
^ = 1?= 2.598.« =18.10 . 

Es wflrde also 8nka' = i sein fär eine Kugel aus diesem Stoff von 148'™' 
Radius; ist der Radius betrdcbtlich kleiner, so können wir uns, zumal wegen 
der rasch abnehmenden ZahlencoefBcienten, auf die ersten Potenzen von 87tha^ 
beschränken, und erhallen so als erste Näherungswerthe 

« = 2kX 

Der erste Nüherungswerth u = 2kX ist derjenige, welcher sich aus Gleichung 
(A.) in §.1 ergiebt, wenn man die elektromotorische Kraft vet der 

9 X öt 

innern Ströme, welche selbst von der Ordnung hX ist, gegen die äussere 
Kraft X vernachlässigt; man sieht aber, dass diese Vernachlässigung für eine 
einigermassen grosse Kugel zu ganz falschen Resultaten führen wflrde. Die 
Stromdichtigkeit u = 2kX ist hiernach diejenige, welche direct durch die äussere 
elektromotorische Kraft, ohne Mitwirkung der innern Ströme, inducirt wird, 
gerade als ob jede einzelne Strombahn ein isolirter Draht wäre; wir wollen 
sie die ^Stromdichtigkeit erster Ordnung^ nennen. Der zweite Theil, die 



*) Elektrodynamische MansbeBtimmungen. 2t6 Abhandlung, pag. 252. 
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„Stromdicbtigkeit zweiter Ordnung^, hängt von den nach der Zeit genommenen 
Differentiaiquotienten der äussern Kraft ab. 

Es mögen z. B. die äussern Ströme und Magnete rings um eine Axe, 
welche wir als x-Axe annehmen, symmetrisch angeordnet sein, (die Ströme 
z. B. Kreise, deren Ebenen auf dieser Axe senkrecht stehen und deren Mittel- 
punkte in ihr liegen), und mögen in Richtung dieser Axe bewegt werden; 
die äussere elektromotorische Kraft steht dann in jedem Punkt senkrecht auf 
dem Meridian dieses Punktes, und die Strömung geschieht in Parallelkreisen. 
Wir haben für diesen Fall 

^ = 0, Y = -Esmip, Z = Ecosifj 

zu setzen, wo, wenn wir co86^ mit S bezeichnen, 

(24.) E = sia9lQ'E,^ 

die nach der Tangente des Paralielkreises gerichtete Resultirende der äussern 
Kräfte ist, und wo E^ eine blosse Function der Zeit bedeutet; bezeichnen 
wir mit l die resultirende Stromdichtigkeit nach der Tangente des Paraliel- 
kreises, so ist nach (I.) 

l = sini*2;p*i.-~|- 



= 2kE+2ksm&S (8^Aa'ri(2'^^^T-o(|-) )9' 



Es möge z. B. die äussere elektromotorische Kraft von einem auf der 
Axe senkrechten Kreisstrom von der Intensität J und dem Radius b herrühren, 
dessen Mittelpunkt sich mit der Geschwindigkeit e auf der Axe bewegt; c sei 
die veränderliche Entfernung seines Mittelpunkts vom Mittelpunkt der Kugel. 

Ist dann ()' die Entfernung eines Punktes des Kreises vom Kugelmittelpunkt, 

c fr 

und setzt man — = cost^' = ^, --^ = suii^', so findet man aus Gleichung (1.) 

in §. 1 leicht 



x^^^ (»•+1)?^+' d^' 

Indem man hierin ff' und §' nach Potenzen von c entwickelt, und c als perio- 
dische Function der Zeit annimmt, etwa 

c = cb(^l+yco8-y-j, also f) = -^ = — €by-j-sin-y-? 
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erkftlt maB schliesslich fOr E einen Ausdrack von der Form 

E = ^/8in*®sin-^2;p'«„-^, 
wodurch der obige zweite Nfiherongswerth wird 

+___/9u,*®,co8-j--S«„(-2^-^j^q-i-)p--^- 

Zur Zeit / = oder / = f»y, wo £ = ist, ist dieser Werth von der 

Ordnung A^. 

Ist das VerhSltniss 2/ der Schwingungsamplitude 3;^c^i des oscillirenden 
Inductors su seiner mittlem Entfernung c^ vom Kugelmittelpunkt so klein^ 
dass man nur die erste Potenz von y zu berücksichtigen braucht und folglich 
die elektromotorische Kraft einfach der Geschwindigkeit e des Inducenten pro- 
portional setzen kann, so wird, indem man mit C. eine Constante bezeichnet» 

E = ^/cuy-j-sin-;^sm*-Z-C.p*-^, 

also, wenn man mit a. eine neue Constante bezeichnet, 

(26.) £. = a^sln^. 

Unter dieser einfachsten Annahme fOr E^ als Function der Zeit wird nach 
(25.)) wenn man 



setzt. 



(27.) i?!^ = c' 



= sm-y— ^^sin-y-S (-^1)'(^^; 2 ^^*.,»T4-a-o(J; 



2ka^ - - _^. 



(28.) +^..,^S(_i,.(^)-2- *«^,..,^(|) 



0srU 






2nl 



(c* \ dP* c* d!P" 

i = 2*8in^)CiM^8inÄ+Arclg4)» 
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welche Gleichung die Abhängigkeit der Amplitude 2ksin&yA^+B^ und der 

Phase Arctg--j- der elektrischen Schwingung von () und & angiebt. 

Für kleine Werthe von c convergirt die nach Potenzen von c* fort- 
schreitende Reihe (28.) wegen der rasch abnehmenden Zahlencoefficienten sehr 
stark ; ist c so klein, dass wir die Glieder mit höheren Potenzen als die vierte 
gegen 1 vernachlässigen können, so dürfen wir an der Oberfläche setzen 

^^^'^ 2ka^^\r 2(2ii+iy(2n+3X2«+5y^'" S 2(2n+i)(2ii+3) ^^^"T" ' 



/Qfi\ ^? A c* \ . 2ni c* 2nt ,/. 13c* . /2ni » c'\ 

(^^•) 2i^ = y>' 630>°-T---30^^^^ = y*-- 63ÖoH-T---^^^ 

So ist z. B. c' = jV fflr « = 100"% <y = 57" bei dem oben angegebenen Werfh 
von h, die Glieder mit c* sind schon verschwindend klein gegen 1, und wir 
können mit grosser Annäherung setzen 

x: _ . 2fU 1 2nt 

2Rr ■" ^*" S 20(2n + l)(2n + 3) ^^^"3"* 

Fflr Werthe von c dagegen, welche beträchtlich grösser als 1 sind, ist 
die Reihe (28.)) obwohl immer convergent, doch zur näherungsweisen Be- 
rechnung nicht brauchbar. Fflr diesen Fall erhalten wir bei der in (26.) för 
£, gemachten Annahme aus (22.), indem wir 

setzen, 

(31.) K = -2*(2ii+l)aXc.cos^-Z)«sin^). 
Nun ist nach (5.) 

r^^. V:. _n ,.n ■ 1 (l^e-^(i4.0)F, + (< + r"^'-^*^)g> 

woraus sich durch Trennung des Reellen und Imaginären C, und ^» berechnen 
lassen. Z. B. fflr n = 1 erhält man hieraus 

/ooN *i 3 e*^-e-<^-28inc . 2ni 3 / e^— r-^+28iDC 2^^^«2«« 
(^^•) 2te7 = TV + e--2coBC^'°"3 7"V + «---2co8c""T>'^^"I" 

Ist c so gross, dass man e~* gegen 1 vernachlässigen darf, so kann man nach 
(32.) setzen 

n j^n * F. + g. 

MC r«— I -r Vii_i 
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Ffir I» = 1 erhalt man unter dieser Annahme 

c \ e / 



A? 3 . 2«< 3 /. 2 \ 2«« 
= — sin-^ (1 Jcos 



(34.) '^*"' ^ c\ cy S 



= ti/K^-t)+^!-[¥— »Ki-I)]- 



a* 



Z.B. fQr a = 100'"'", ^ = Ji" wird c = 12, c-'<10-*, was gegen 1 ver- 
nachlässigt werden darf; fär diese Werthe ist also 

Ä? , . 2nt - 2ni . . 2n /^ d\ 

_^ = ^8,n_ Acos-j- = ism-3..(^<-g). 

Von der dem Werth n = 1 entsprechenden partiellen Stromdichtigkeit 

2nt 

ist nach der oben eingefQhrten Bezeichnungsweise 2fta|Sin~T— -asin^ die 
partielle Stromdichtigkeit erster Ordnung; ihr Maximum ist 2kai.as\nd- und 

s s 

findet zur Zeit < = x Statt. Zur Zeit < = -ä" verschwindet die Stromdichtigkeit 
erster Ordnung, und das VerhSltniss der übrig bleibenden partiellen Strom- 
dichtigkeit zweiter Ordnung zu jenem Maximum ist in den zwei oben be- 
trachteten Fällen eines kleinen und eines grossen Werthes von c oder 
nach (30.) und (34.) 

in den zwei obigen Beispielen gleich ^^ und gleich ^\ . Das zweite Beispiel 
zeigt recht deutlich, wie bedeutend der inducirende Einfluss der inneren Ströme 
sein kann; in dem Moment, wo die äussere elektromotorische Kraft gleich Null 
ist, bleibt fast ein Viertel des Maximums der Stromdicbtigkeit erster Ordnung be- 
stehen; die Phase der elektrischen Schwingung wird um ein Neuntel der Oscil- 
lationsdauer des Inductors verzögert, und ihre Amplitude ist ein Drittel von 
derjenigen der Stromdichtigkeit erster Ordnung. Aus (35.) lässt sich schliessen, 

dass zur Zeit < == y ^^^ Verhältniss der flbrig bleibenden Stromdichtigkeit 

zweiter Ordnung zu dem Maximum der Stromdichtigkeit erster Ordnung fQr 

a* 
einen bestimmten Werth von c oder -j- ein Maximum haben muss, welches 

sich aus (33.) würde berechnen lassen. 

§. 5. Ströraang ohne Einwirkung einer äussern elektromotorischen Kraft. 

Für den Fall, wo jr=y=Z = ^ = ist, müssen, wie der Verlauf 
der Rechnung ergiebt, die Exponenten x« von n abhängig sein; wir wollen 
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daher x,« statt x, setzen, und entsprechend die durch die Gleichun^n (1.) und 
(7.) bestimmten Constanten mit g^ und c.« bezeichnen; unter p^ verstehen wir 
die durch die Gleichung (3.) bestimmte Function, in welcher x^ statt x^ ge- 
setzt wird; soll ein andrer Exponent, z. B. x^i,«, statt x^ gesetzt werden, so 
bezeichnen wir dies durch p^ (^..i). Wir setzen 



n = ip-@e*-*5f^S(^"'S:+*:.c:)^ 



(I.) \x^ = ie-®e^'"V«(^.-i)S(^'S:+A-c:) 

+ 1 / @ e*-+'>^ % (x.^0 s (^-s: + a:„- c:) 

und ganz analog /j «nd Xi^ worin nur statt AZSl+AZCZ resp. BZSl+BZCZ 
und CZCZ-IZSI zu setzen ist, und entsprechend statt Ä:; SZ+ A':: CZ . Dann 
geht die Gleichung (IL) des §.2 in folgende, der Gleichung (A.) des §.3 
entsprechende Gleichungen Aber: 

(«.) J5r;L.,.(^) = o, ib.) ir.-+...(^') = o 

von 11=1, m = l an, und ganz dieselben Gleichungen gelten fDr die Coef- 
ficienten A, A' etc. von n = 0, m = an. An Stelle der Gleichung (B.) des 
§. 3 tritt 

^ Lx ^n«« rx ^i:« 2(n+0(n+m+l) Snto'xl^M ,^ xn.« 

und jB;;^, B'j; sowie C*, CJr erhält man hieraus, indem man für — (n— m)F;ij,, 
und (n+iii+l)F.'Vi,« die in (10.) angegebenen Substitutionen macht. Ganz 
ebenso werden die Coefficienten A durch die Coef&cienten 4^ ausgedrfickt. In 
B' nnd B", r' and r" ist 4>" zu verdoppeln. Für » = ist die Bemerkong 
zu Gleichung (6.) zu beachten; daher verschwinden die Coefficienten C, A, B 
ffir n = 0, was schon in (I.) durch die Grenzen der Summation nach n an- 
gedeutet ist. 

Indem man die Werthe (11.) in die Gleichungen (^4.), (a.), (6.) ein- 
setzt) werden die zwei letztem identisch erfdllt, und {A.) geht in die der 
GMofanog (C.) des §. 3 entsprechenden Gleichungen Aber, nAmlidi, mit An* 

10» 
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Wendung der Bezeichnung (14.)^ 

-¥^F- = 0, -^*:. = (» = 1,2,...^). 



'WA 



Sollen also nicht sSmmtliche Coefficienten F, <P verschwinden, so mQsseu, 
da -f^ für x^ = von Null verschieden ist, für die Exponenten x^ die sfimmt- 
liehen Wurzeln der Gleichung 

(III.) -i- = 0, d.h. -^- » -^i^ = f«>0) 

genommen werden; dieselhen sind sämmtlich von Null verschieden; f ür n = 1 

ist nach (6.) "T"'* = — ^^ setzen. Vermöge der zwei ersten Glei- 

chungen (6.) lässt sich diese Gleichung auch folgendermassen schreiben: 

(36.) {n+^'' "■^'- ^ ' "-■- ^ "* 



\ dQ J \ dQ J 



2«-1 



Für 18 = geht die Gleichung (^4.) Qber in üfJUA) = 0, d. h. *", = 0, ausser 
wenn x^ = Q ist, in welchem Falle ^ij« unbestimibt bleibt; das dem Werth 
Ig = entsprechende Glied der Reihe il = ^(»*i2» reducirt sich also auf eine 

E 
Constante, deren Werth sich wie in §.3 gleich — ergiebt. Es ist also 

(iv.) ß = |+i(>"i2, = |+ie-@e*-^'9^fi.„ 

wo ßw = J^CFiSSi+^T^Ci) durch den willkürlichen Anfangszustand zu be- 
stimmen ist, während Xi? X29 Xa sich durch (I.) und (II.) mittelst £1 bestimmen. 
t und e sind durch die Gleichungen (15.) und (16.) gegeben, in denen nur 
;(«^ statt x^ zu setzen ist 

Ist dagegen keine freie Elektricitfit vorhanden, sind also sämmtliche 
Coefficienlen Fund gleich Null, so genügt man den Gleichungen (II.) durch' 
die Annahme 

für die Exponenten x^^^^ sind also die sfimmtlichen Wurzein der vorstehenden 
Gleichung zu. nehmen; die dqrcb diid Gleiübungen (U.) nicht bestimmten CoeCi-^ 
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fidenten A, A etc. mfissen dann den Gleichungen (A.) und (a.)^ d. h. wegen 
(37.) den Gleichungen 

genügen, welche nach §. 3 Gleichung (18.) die nothwendigen und genflgenden 
Bedingungen dafür sind, dass die Strömung in jedem Punkt auf dem Radius 
senkrecht steht; hieraus bestimmen sich dann durch die Gleichungen (20.)? in 
denen nur die grossen Buchstaben statt der kleinen zu setzen sind, die Coef- 
ficienten B, C, B, V mittelst A und A, also Xi «n^ Xi durch /i, welches 
letztere durch den willkürlichen Anfangszustand zu bestimmen ist. Es wird 
also für diesen Fall, wenn wir x^ statt x^i^^ setzen und für x^^ die sflmml- 
liehen Wurzeln der Gleichung 

(III^) K-.,- = oder [p-^ + (2i,+l);,.,J = 
nehmen, 

(IV.) II - -^ip-®e^''p„,S(^-s:+A:c:) 

und analog r und tr. Umgekehrt können die Gleichungen (37.) nicht be- 
stehen, ohne dass sämmtliche Coefficienten F^ <P verschwinden. 

Die in diesem Paragraphen bestimmten Werthe von i2 und Uy f>, w 
müssen zu den in §. 4 bestimmten Werthen hinzugefügt werden, um die voll- 
stündigen Ausdrücke zu geben. Bei dem Problem des §. 4 ist die ganze 
Slromdichtigkeit ii"=ii + ii', wo u=r2(f'(S>e^*^p^u^^ durch die Gleichung (22.), 
tf ==^(i"®e "^ p'nM^lu durch die Gleichung (IV".) gegeben ist. Die Constanten 
von u' bestimmen sich dann durch die Bedingung, dass v!' für < == sich auf 
eine gegebene Function der Coordinaten reduciren soll; ist z. B. die äussere 
elektromotorische Kraft anfangs gleich Null, (indem etwa der oscillirende Inductor 
in diesem Moment seine Bewegung beginnt), so muss u"=0 sein für < = 0, d. h. 
für jeden Werlh von q moss @ «^l^i^l* ^ -^® t»^p„ sein, woraus sich die Coef- 
ficienten u^ in der Weise bestimmen lassen, wie im folgenden Paragraphen 
angegeben werden wird. Ich will indessen auf die Darstellung des Anfangs- 
zustandes nicht näher eingehen, da dieselbe doch nur ein geringes physikalisches 
Interesse hat. Aus der Erfahnmgsthatsache nämlich, dass die Bewegung der 
Elektricität nach dem Aufhören der äussern elektromotorischen Kraft sehr 
schnell erlischt, lässt sich schliessen, dass die durch die Gleichung (III.) oder 
(IIP.) bestimmten Exponenten x^ einen sehr grossen negativen reellen Theil 
haben müssen, so dass die Behufs Darstellung des willkürlichen A^fangszu- 



\ 



<». 
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nlniides binsuzufOgenden Fuoclioneo ßf und n', welche die Bewe^ng der 
sich selbst flberlassenen ElektricitAt ausdrücken, schon nach sehr kurzer Zeit 
unmerklich werden und also von da an £2 und u als die voUsUlndigen Lösungen 
des Problems ansusehen sind. Dagegen treten jene Functionen ßf und u' allein 
auf, wenn es sich um die nach Erlöschen der äussern elektromotorischen Krafk 
noch fortdauernde Strömung handelt; von diesem Problem, welches namentlich 
wegen der Frage nach der Dauer der elektrischen Nachwirkung einiges phy- 
sikalisches Interesse hat, soll im folgenden Paragraphen ein specieller Fall 
bi^handelt werden. 



f. 6. Strömung parallel der Oberfläche nach Erlöschen der äussern 

elektromotorischen Kraft. 

Wir wollen annehmen, dass unter Einwirkung äusserer Stromkräfte 
ifinit Oberall auf dem Radius senkrechte Strömung eine gewisse Zeit T hin- 
durch angedauert habe, und dass in einem bestimmten Moment, den wir als 
Anfangspunkt der Zeit t nehmen, die äussere Kraft verschwinde, indem i. B. 
der oscillirende Inductor plötzlich in seiner Bewegung gehemmt werde. Es 
tritt dann weder su Anfang, noch im Verlauf der Strömung freie Elektricitfit 
auf; die in den Ausdrilcken fOr die Siromdichtigkeiten, (IV.) des vorigen 
Paragraphen, enthaltenen Constanten mflssen den Gleichungen (II'.) des vo- 
rigen Paragraphen oder den Gleichungen (20.) genflgen und bestimmen sich 
vollständig durch die Bedingung, dass n, e, w für t = sich auf die durch 
die Gleichung (22.) gegebenen Werthe fOr < = T reduciren mflssen , deren 
Constanten denselben Gleichungen genflgen. l^ir setien 

^ = -x*., also x„= Stika'^ftxl, ' 

(I 

1 — 20*"^' \ a/ \ a/ 



m^^ 



Vto+I 



wo nach (5.) 



« u 

Es wird dann 
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x*t 



OD i OB 8fifta*+^*^ 

und analog e und tD, wobei deh das Summationszeichen @ auf alle Wurzeln 
xl, der Gleichung (lU".) des vorigen Paragraphen, nflmllch 

A;L,.. = oder (^)V^a:, = oder 
(^•^ ^ [^^r = («=l,2,...oc) 

bezieht, oder, was dasselbe ist, auf die sämmtlichen von Null verschiedenen 
Wurzeln a^ der Gleichung 

{ff.) F.«| {x) sin aj+ 6^1 (x) cosa? = 0. 
Endlich ist die Kugelfnnction ««« durch die Bedingung zu bestimmen, dass 
Un für f = sich auf eine gegebene Function von ^ reduciren soll, also durch 
die Gleichung 

(C) p*^*tf» = ®t»,*A„ = Ap) (für jeden Werth von p von bis a). 

Diese Gleichungen stimmen der Form nach mit denjenigen flberein, durch 
welche Poisson die WSrmebewegung in einer ursprünglich in beliebiger Weise 
erwärmten und dann in eine Umgebung von der Temperatur Null versetzten 
Kugel bestimmt. Aus der Differentialgleichung für l^y nämlich 

leitet Poisaon durch partielle Inlegralion die Gleichnng 

(40.) /\,Ko d(f = 

ab, wo Ino sich auf irgend eine von x^, verschiedene Wurzel der Gleichung 
(B.) bezieht; daraus folgert er, dass sämmtliche Wurzeln x^ der Gleichung {B,) 
reell sind; dass sie dann grösser als Null sein müssen, ergiebt sich unmittelbar 
aus (38.). Die Wurzeln x der Gleichung {B.) sind also sämmllich reell und 
eon Null verschieden; je zwei sind gleich und von entgegengesetztem Zeichen. 
Dass Ins für alle reellen Werthe von x endlich bleibt, ebenso wie für alle 
endlichen Werthe von q, folgt unmittelbar aus (38.). 

Aus (39.) folgt, dass alle Wurzeln der Gleichung (jB.) grösser als yn{n+i) 
sind. Nach (6.) genügt die Function x*+U^ = X, (a?) den Gleichungen 
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Hieraus folgt zunächst, dass sdmmtliche Wurzeln der Gleichung (jB.) ungleich sind. 
Ferner rauss zwischen zwei successiven, von Null verschiedenen Wurzeln von A""* 

=0 oder-^^ = wenigstens et« Werth von x liegen, für den 3r(~^) gleich Null 

wird, und für diesen ist nach der ersten der Gleichungen (41.) A„ = 0; umgekehrt 
liegt nach der zweiten Gleichung zwischen zwei successiven Wurzeln von A.=0, 
die Wurzel x=0 eingeschlossen, wenigstens etne Wurzel von A^, = 0. Zwischen 
je zwei successiven, von Null verschiedenen Wurzeln von Ä^, = liegt also eine 
und nur eine Wurzel von a.=0, die Wurzeln von i^i=Ound i«=0 wechseln also mit 
einander ab, und die kleinste von Null verschiedene Wurzel von A.^^O folgt auf die 
von /., 1=0. Am kleinsten sind daher die Wurzelnder Gleichung {B.) für ft = l, 

8111 •!/ 

wo dieselbe übergeht in = 0, deren Wurzeln x^^en (* = 1,2, ... cx>) 

sind; die kleinste aller Wurzeln für alleWerthe von n ist mithin x=^n. Es 
folgt hieraus einmal, dass die Gleichung {B.) unendlich viele Wurzeln hat, 
welche eine ins Unendliche wachsende Reihe bilden; ferner dass für nicht 
ganz kleine Werthe von t die Glieder der Summe {A.) mit wachsendem n 
mehr und mehr unmerklich werden, und dass man sich für einigermassen grosse 
Werthe von t auf das dem Werth ii = l und der kleinsten Wurzel x=n ent- 
sprechende Glied der Reihe beschränken, also 

nt 

Q 
setzen kann. 

Alle diese Resultate ergeben sich auch aus den allgemeineren Sätzen, 
welche Sturm in zwei Abhandlungen *) über die der allgemeinsten linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung genügenden Functionen direct aus dieser 
Differentialgleichung abgeleitet hat. Aus diesen Sätzen (a. a. 0. pag. 168) er^ 
giebt sich noch weiter, dass wenn a, ß zwei successive Wurzeln der durch 
die Differentialgleichung 

bestimmten Function K Bind, die Ungleichheiten 



/9— «>— F===== und ^ ; 



ß' 



*) y,M^moire sur les ^quations diff^rentielles Unfaires du 2 ordre" und MM^moire 
8ur une classe d'^quations i, diffäreoces partielles". Journal de M. lAowDiUe T. L 
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erfOlU sind. Wenn man also die Wurzeln nach wachsender Grösse ordnet, so 
nimmt die Differenz zweier benachbarten Wurzeln beständig ab und nähert sich 
immer mehr dem Werth tt. Da hiernach in einem Intervall snhis {8+1)71 höch- 
stens eine Wurzel liegen kann, so enthält dasselbe eine oder keine Wurzel, je 
nachdem A„ für «tt und {8-\-i)n verschiedenes oder gleiches Zeichen hat, mit- 
hin nach (38.)? je nachdem G^{x) fflr sn und {s+i)n gleiches oder ver- 
schiedenes Zeichen hat. Da nun 6, sein Zeichen nicht mehr ändert, wenn x 
oberhalb der Grenze 



g^J<^^^J (n^i>0^+iXn + 2^ 



liegt, so liegt oberhalb dieser Grenze in jedem Intervall en inB(e+l)n eine ond 
nur eiae Wurzel von A;^=0. Es liegen übrigens unter Umständen auch unter«* 
halb dieser Grenze noch Wurzeln. Die oberiialb der Grenze g liegendes 
Wurzeln lallen für ein grades n zwischen en+^n mtA (#+1)ny für ein un- 
grades n zwischen «ti und en+ ^n. So findet man z. B. für ^i=0 und ^3= eine 
und nur eine Wurzel zwischen en und en+^n, für 1^=0 und ^4=0 eine und nur 
eine Wurzel zwischen en + ^n und (e+l)ny wo e für ili und ^ alle Werthe 
von 1 bis 00, für i^ und I4 alle Werthe von 2 bis oc haben kann, während 
zwischen n und 2n keine Wurzel von l^^O und X^=^0 liegt. Nach den angegebenen 
Prkieipien kann man die Wurzeln mit Leichtigkeit in Grenzen einschliessen 
«ad diese dann nach irgend ^nem Näkerongsverfahren v^engem; so findet 
man z. B. für die kleinste Wurzel von ;ii=:0 die Grenzen 4,3662 und 4,5002. 
Hinsichtlich der Function X^ von f ergiebt sich noch aus dem Vor- 
hergehenden, dass, wenn man die Wurzeln (r«i, x^y * . ^ mttk wachsender 
Grösse geordnet denkt, l^ für e^i Werthe von ß zwischen und a (die 
Wurzel ff=^0 nicht mitgerechnet) verschwindet und in diesen Punkten jedesmal 
sein Zeichen ändert. Diese Werthe sind, wenn man mit x^j, und x^^i^^ resp. 
eine Wurzel von l^i {x) = und k^ (x) = bezeichnet^ 

Qt = a—- , Q, = a r ^ . . , p^j=a<i— xj 

•*'*» •«'IM •*'»« 

t 

Setzen wir nach dem Vorstehenden die Wurzeln der Gleichung (B.) 
als behapi^t vorfius,, so bleibt, noch die in (A) enthaltene Kiigelfi^nction tf^ 
mittelst der Gleiqhuag (i^,) zu. bes^QlfneI|. Diese B^sstimpiung ei;giebt sicl| 
nach Poieean unmittelbar aus der Gleichung (40.) in Verbindung mit (C); 
daraus folgt uAmlidi 

Jaomal Ar Mathematik Bd. LX2L Hill 1. 11 
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pK^rndQ 

(42.) «„ = 







f\.dQ 






Bekanntlich hat Herr lAoueiUe *) die von Pois$on bloss vorausgesetste 
Möglichkeit der Entwickelung einer beliebigen Function /"((») in eine Reihe von 
der Form (C.) bewiesen, indem er gezeigt hat, dass wenn man in (C) fflr tf^ 
dra Werth (42.) setzt, die auf der linken Seite der Gleichung (C.) stehrade 
unendliche Reihe wirklich den Werth f{if) hat. Sein Beweis schliesst indessen 
nicht aus, dass dennoch in em^elnen Funkten des Intwvalls bis a der Werth 
jener Reihe von f{if) verschieden sein kann; und jedenfalls muss dies an der 
Grenze ^^a der Fall sein, wenn hier die willkfirliche Function fijf) nieht 
der Bedingung 

(43.) ^^ = 

genügt, da die auf der linken Seite von (C) stehende Reihe wegen {B.) 
dieser Gleichung genflgL Die Bedingung (48.) ist aber im Allgemeinen nicht 
erfüllt bei dem Eingangs dieses Paragraphen aufgestellten Problem. Bei diesem 
wird nimlich zur Zeit f = 0, oder am Ende des Zeitraums T^ die Bewegung 
durch die Gleichung (22.) dargestellt, d. h., wenn wir zur Unterscheidung 
^•«(^«) ^ ^M setzen, durch 

(44.) ir=l(i-D: = i|@e*'''i^ü:„, 
wo 

woraus mit Vernachlässigung von fi folgt 



|^[c'"-^^(ü.-2ifcX.)]|" = 0. 



Die Function f{if) == (»*^^(7. genügt also der Gleichung (43.) nicht, wohl aber 
die Function ^""^^(CT,— 2ftX); damit also die Gleichung (C.) auch an der 



*) ^Sur le d^veloppement des fonctions etc«^ Journal de M. lAemoUU T. I^- 
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Oberflfiche gelte, haben wir 

(45.) f(^) = p-^'(ü.-.2ÄX) = @e''''l7^JL^-2V+«(Se''^X, 

zu setzen, d. h. wir müssen den Anfangswerth von (»"n« dnrch die Bedingung 
bestimmen, dass er sich auf den am Ende der ersten Periode T der Strömung 
stattfindenden Werth (>"(I/,— 2/rJL«) der y^partiellen Stromdichtigkeit zweiter 
Ordnung^ (vergl. §. 4) reducirt. Unsere Formeln werden dann allerdings die 
wirklich stattfindende Strömung nur unter der Voraussetzung vollständig aus- 
drficken, dass entweder die Hemmung des Ibductors in einem solchen Moment 
geschieht, wo die von ihm ausgeübte Kraft schon von selbst gleich Null ist, also 
wo er mit der Geschwindigkeit Null am Ende seiner Bahn angekommen ist ; wir 
sahen in §.4, dass in diesem Moment die Stromdichtigkeit zweiter Ordnung 
noch einen sehr beträchtlichen Werth haben kann. Oder wenn die Hemmung 
in einem andern Augenblick geschieht, so mflssen wir voraussetzen, dass die 
Stromdichtigkeit erster Ordnung nach dem Verschwinden der ftpsseren Kraft in 
einer Zeit erlischt, welche selbst gegen die kurze Dauer der ganzen Strömung 
verschwindend klein ist: eine Annahme, welche man bisher. in der Theorie 
der inducirten Ströme in linearen Leitern immer gemacht und auch durch die 
Beobachtung bestätigt gefunden hat. Es bleibt dann allerdings hier in der 
Theorie eine Lftcke, eine scheinbare Discontinuität der Bewegung; Aber die 
Vorgänge während der unendlich kurzen Zeit vom Verschwinden der äusseren 
Kraft j|ms zum Erlöschen der Ströme erster Ordnung vermag, wie es; hiernach 
sdieint, die Theorie auf den bisherigen und auch hier beibehaltenen Grund- 
lagen keine Rechenschaft zu geben, auch ipicht mit Zuhfllfenahme des von 
Herrn Weber eingeführten Begriffes einer i^Masse^ der Elektricitftt; es scheint 
dies ein Punkt zu sein. Aber den man nur von einer wirklichen Theorie der Elek- 
tricität, wie sie neuerdings Herr Hankel andeutet hat, Aufschldss erwarten 
darf. Uebrigens begegnen wir derselben scheinbaren Discontinuität auch in dem 
analogen Problem der Wärmelehre, wenn wir eine Kugel aus einer Umgebung, 
in welcher an der Oberfläche beliebige und mit der Zeit veränderliche Tem- 
peraturen harschen, plötzlich in einen Raum von der Temperatur Null versetzt 
denken; das cintsprechende Problem der EJektricitätfiilehre hat aber im Gegen'- 
satz zu jenem ein nicht bloss mathematisches, sondern physikalisches Interesse, 
weil wir wir^üich . — nach den geltenden Anschauungen wenigstens — die 
äussere elektromotorische Kraft durch Hemmung oder Unterbrechung eines 
Ind^ctors plOtnUch vemüditen können. 

11» 
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k 

Indem wir, von dem erörterten Bedenken absehend, f{(f) in jeden Falle 
durch die Gleichung (45.) gegeben annehmen und u^ nach (J9.) bestimmen, 
ergiebt sich als Endresultat Folgendes: Ist die wfihrend der ersten Periode 
wirkende Componente der Äusseren elektromotorischen Kraft 

wo ^ die Summation nach der Grösse a bezeichnet, und ist 

u 

so ist nach Verschwinden der Susseren Kraft die Componente der Stromdichtigfceit 

11 = J(>X, 

(I.) ( xli ^ 

-.1.1 "" %K.onna Ks>e "ät ^ «r 



^2ii+l '«.v^-'t«' ^«^ ^^p„^ dr "^«L+SnAa'x^' 

wo x^ irgend eine Wurzel der Qleichung p?.i,« = ist; und ganz dmi so 
werden e und w durch Y und Z ausgedrflckt. 
Z. B. fllr »=Äsl, wo Xu^sJiy wird 



$*nt . tng sng sno 

""oTTT T" 8in ^ ^008 =■ . u^T'^ 

i«, = ^4ik.8Aa'® (-ir'. ^ +'*• " ^-—A-. ^4 SS ''^. . 

Die Summe nach a in dem Ausdruck (I.) Iftsst sich durch ein be^ 
stimmtes Integral ersetzen. Es sei nAmlich X periodisch mit der Periode &; 
dann lasst sich bekanntlich X, zwischen den Grenzen und d durch folgende 
Reihe darstellen: 





und man erhfilt, mit EinfBhrung des Werthes von e aus (27.)9 

2«L 2nT 



.»-T, 






e « -e 



2«^ 2ac^g>rt 



' II 
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Macben wir Ober die äussere Kraft die Annahme des §. 4, setzra also 
nach (25.) und (26.) die auf dem Meridian senkrechte Kraft 

so wird nach ( I.) die auf dem Meridian senkrechte '8tromdicht!gffceit an der 
Oberfläche, mit Einfahrong der Constante c aus (27.), 

i" = sin^ia"^i., A,= -2*(2ii+l)«.®6,e ***"'+'**" , 



(46.) '"° 



6. = 



0»C08-^ + ^jT-8111 



C* 



xt.-\- ^ 



Beseichnen wir den Anfangswerth von il. (fOr <=0) mit L^-^%kE,f so wird 
nach (31.) 

^^^^ j I,-2äE. = -2Ä(2ii+l)«.[c,cos^ _(l)._^|)sin^] 

= -2Ä(2ii+l)a.G. 



§. 7. Dauer der Strömung nach Erlöschen der Knsseren elektrpmotorischen Etaft. 

Wir wollen zur Untersuchung dieser Frage die Gleichung (46.) und 
(47.) anwenden. Suchen wir die Zeit, nach welcher die anfibigliche Strom- 
dichtigkeit auf einen bestimmten Bruchtbeil, — , herabgesoaken ist, vemadi- 

ISssigen dabei /u und setzen 

t 



so bestimmt sich z durch die Gleichung 



e -^ = z. 



(48.) /•(») = ®6.z*"-- = 



oder 

m 



(49.) /'(z)-e6v(z*"-i.)-0. 



wobei die Worzeln x^ nach wachsender Grösse geordnet angenommen werden. 
Haben nnn «n-j^ ond cos-^ dasselbe Zeichen, d. L liögt T zwischen 
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und ^ (incl. der GreiiMa, oder zwischen \d nnd |<^^ wodurch bloss das Zeichen 
von X. nnd G sich ftndert), so 9ind alle Coef&cienteii 6, grösser als 0; nehmen 



wir also « ^ = — ^ wo a?»i die kleinste Wnrael bedeutet, so wird nach (49.) 
/(») <: 0, fOr die Wurzel von /*(«) = muss also » > — sein, also 

log« xli 

oder nach dem in $.4 gegebenen Werth A = 18.10~*\ 

(50.) << 1042.10-^^5!!^. 



^»1 
Da a?,i^7i^ so folgt aus dieser Gleichung, dass für alle Werthe von n 

(51.) KlOe.lO-Vlogm 

ist; z. B. die Zeiten, nach denen A, resp. auf die Hälfte und auf y^^ seines 
Anfangfswerthes herabgesunken ist, sind <;32. lO'V und 317. lO^V Secunden. 

Nehmen wir dagegen h^% ** = — i so wird nach (48.) /*(«)>> 0, für die Wurzel 
von /(») =0 Ynuss also is "* < --r- sein, d. h. 

(52.) <> 1042.10-'^(logm-logf ). 



Wir wollen das Vorstehende auf den Fall ii=l anwenden, wo x^^m. 
ist. Fflr diesen Fall ist nach Gleichung (33.) 

/töN n 1 /«•— r-'-f2Miic 2\ %nT f\ «*— c-^— 2ginc ,\ . 2nT! 



^ ^e^+«~^— 2coBC 0-^ o NC «*^+#-*— äcosc 

Nehmen wir zntaadist T^-^^ Fflr kleine Werthe von c oder -j- kunn nach 



c« 



(30.) ^=""90- gesetzt werden; folglich wird dann nach (52.) 

/ > 106.10-^a^(logm-log-^^i^) > 106.10-^a'(logm-logiH) 



(a.) -^ -v-6- --e 360 

' >106.10-^aMog»-3,8.10-V, 

wfthrend nach (51.) 

<<106.10-Vlogm. 

Fflr einigermassen grosse Werthe von c dagegen kann nach (53.) 0= \\ j 

gesetzt werden, und da 
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ist, wenn 1 i->>0, also c>>6, was nach der über die Grösse von c ge- 

c 

machten Annahme jedenfalls vorausgesetzt werden darE» so ergiebt sich aas (52.) 

(6.) <> 106 . 10-^a'(logm-log~), 

s. B. für die in (.4 gemachte Annahme c^i2 

/ > 106.10-^anogm-^51 . «)-^a\ 

Ftbr kleine Werthe von m, z. B. m = 2, ist der Grrazwerth (6.) nicht brauchbar, 
da er negativ ^wird; man kann aber fBr jeden gegebenen Werth von m und 

c leicht engere Grenzen finden; z.B. für m = 2, c = 12, also ^xir? 

findet man 

«>6.10-V. 



Aus dem Vorstehenden, in Verbindung mit §. 4, ergeben sich folgende 
Resultate. Wird — unter den zu Ende des vorigen Paragraphen angegebenen 
Voraussätzungen — die Bewegung des Inductors in dem Augenblick gehemmt, 
wo er mit der Geschwindigkeit Null am Ende seiner Bahn angekommen ist, und 

ist -g- (wo a der Eugelradius, J die Osdllationsdauer des Inductors) so klein, 

dass man die die zweite flbersteigenden Potenzen von c? = 32n^A -^ gegen 1 

vernachlässigen kann, (z.B. a = 100""*, J = 57'% so ist in diesem Momcmt 
an der Oberfläche die n = 1 entsprechende partielle Stromdicbtigkeit zweiter Ord- 

nnng gleich ^ des Maximums der Stromdichtigkeit erster Ordnung, — welche 

letztere selbst in diesem Moment zugleich mit der Sussem Kraft verschwindet — 
(ss y^ für die angegebenen Zahlen) , und sie sinkt auf die Hftlfte herab in 
einer Zeit, welche zwischen 27.10'^a^ und 32.10'^a^ Secunden liegt (z.B. 
zwischen 0,027'' und 0,032" fBr a= 100°"), auf tuW in einer Zeit, welche 
iwischeh 312.10-^a' und 317.10*V See. liegt (z.B. zwischen 0,312" und 

0,317'' fflr a= lOO""). Ist dagegen -g- so gross, dass e'^ gegen 1 vernach- 

liaaigt werden kann, so ist im Moment der Hemmung die partielle Stromdioh- 

3 / 2\ 

tigkeit zweiter Ordnung gleich— (^1 j des Maximums der Stromdichtigkeit 

erster Ordnung, z« B. gleich ^ fflr -y => 2$ . 10*; oad fiOr diesen Werth von -^ 

sinkt sie auf die Hftlfle in einer Zeit, welche zwischen 6.10~^a^ und 32.10~'V 
See liegt, (z.B. zwischen 0,006" und 0,032" fftr a»100^, cT^vVO) ^^ 
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xVini in einer Zeil awiscben 266. 10"' a' und 317. 10"' a* See. (z. B. für 
a=l", <J = 4" zwischen 26" und 32"). 

Die aus den angefiDihrten Zahlen sich ergebende Dauer d^f elektrischen 
Nachwirkung ist unverhSltnissmisaig viel grösser, als sich vielleicht nach den 
ffir lineare Ströme gefundenen Resultaten hätte erwarten lassen ; so findet Herr 
Weber*) für 3 kreisförmige Kupferdrflhte von 1", 1000% lOOO" Kreisradius 
und resp. 1, 1, x^f Quadrat- Millimeter Querschtritt die Zeit, in welcher die 
Stromiotensität nach Erlöschen der äusseren elektromotorischen Kraft auf die 
Hälfte herabsinkt, resp, gleich rW^vv^ ^tAtif» ^t^w9 Secunden. 

Für wachsende Werthe von c nimmt die Wurzel & der Gleichung (48.) 
oder (49.) zu; also fOr dieselbe Kugel wächst die Zeit, in welcher die an- 
fängliche Intensität auf — herabsinkt, mit abnehmendem c oder wachsender 

OscUlationsdauer <T. 

Wir wollen die entsprechende Untersuchung auch für den FalL an- 
stellen, wo die Hemmung des Inductors in dem Augenblick stattfipdet, in 
welchem seine. Geschwindigkeit und damit auch die partielle Stromdichtigkeit 

erster Ordnung ihr Maximum 2iSra|.asini^ erreicht hat, also für 7"= j. Fär 
hinlänglich grosse Werthe von c kann nach (öS.) G = ^ gesetzt werden, 

c 

also 

wenn, wie wir yoriiussetzen dttrfen, c>>6 is(. Daraas folgt nach (52.) 

(c.) «>106.10-Vlogm-23.10-V, 

während näbh (51.) wieder 

<<106.10-^a*logm 

ist. Z.B. far »«=.;? ist />9.10-V, für « = WOO istO 893 . lOr V. Für 
einen gegebenen Werth von c kann man leicht noch » engere Grenzen finden; 
z. B. für c = i2 ergiebt jich <>106.10-V (logm- 0,1003). Also: Wenn 
der Indnctor in 4wnß Moment gehemmt wird, wo er mit dem Maximum der 
Geschwindigkeit in der Mitte seiner Bahn angekommen ist, wo, also die äussere 
eLektromotorische Kraft und damit die Stromdichtigkeit erster Ordnung ihr 
Maximum erreicht hat, so wird die letztere liach der im vörigeil Pariagfraph6ii 



■t*^ 



'^) |iUektrod;na«iiithe MaM^estimniuigapw Fünfte AUmMUung, pag.6ii& 
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erörterten Annahme unmerklich in einer Zeit, welche gegen ifie Dauer der 
franzen Strömung verschwindend klein ist. Die langsamer verschwindende 
Stromdichtigkeit zweiter Ordnung ist der erster Ordnung entgegengesetA, aber 

für kleine Werthe von -j- schon von Anfang an sehr klein, z. B. flJr a = 100""", 

d==b7" ist sie ^^^tfir ^^^ Stromdichtigkeit erster Ordnung. Ffir so grosse Werthe 

von -j dagegen, dass man e""" gegen 1 vernachlässigen darf, ist die flbrig- 

bleibende Stromdichtigkeit zweiter Ordnung Anfangs ein betrSchtlicher Bruch- 

3 
theil der Stromdichtigkeit erster Ordnung, nämlich 1 , (z. B. | für c=12), 

und sie sinkt auf die Hälfte in einer Zeit, welche in jedem Falle zwischen 
ft.lO-'a' und 32.10-'a' See, für c = 12 zwischen 21.10-V und 32.10-V 
See. liegt; auf j^a\sis i« einer Zeit zwischen 293. 10"' a' und 317.10-^a' See, 
Ä. B. fQr c=12, a = l"' (also (^ = 4'/) zwischen 29" und 32". Hierbei er- 
innere ich aber an das im vorigen Paragraphen hervorgehobene Bedenken, ob 
in diesem Falle die Strömung sich wirklich in der angenommenen Form dar- 
stellen lässt: ein Bedenken, dem der vorige Fall, wo die Hemmung in dem 
Moment stattfindet, in welchem die äussere Kraft gleich Null ist, nicht unter- 
liegt. Uebrigens hatten wir in jenem Falle ganz ähnliche Zahlen gefunden. 
Wir haben bei der vorstehenden Untersuchung im Nenner des Ex- 

ponenten von e ^^'*^"*^^»* das von u abhängige Glied vernachlässigt; sollte 

'/i eine messbare Grösse haben, so würde dadurch e .ffir einen bestimmten 

Werth von l vergrössert werden, also die Zeit, in welcher die Intensität auf 
einen bestimmten Bruchtheil ihres Anfangswerthes herabsinkt , noch grösser 
sein als die oben bestimmte. Es ist indessen wohl kaum zu erwarten, dass 
man auf diesem Wege durch Vergleichung der Beobachtung mit der Rechnung 
zu einem Urtheil fiber die Grösse dieser der ^Masse^ der Elektricität propor- 
tionalen Constante sollte gelangen können. 

Da mit wachsender Zeit in dem Werth von k in (46.) das Glied ^i, 
welches die kleinsten Exponenten enthält, mehr und mehr fiberwiegt, so kann 
auch z. B. nach der Zeit 266. 10"^ a^ See, wo, wie wir oben fanden, dieses 
Glied sich noch nicht auf tuW seines Anfangswerthes reducirt hat, die ganze 
Stromintensität noch nicht unmerklich geworden sein. Es muss der Beob- 
achUmg flberlassen bleiben, dieses einigermassen fiberraschende Resultat zu 

JoMUÜ (Or Mathematik Bd.LXXL Heft 1. 12 
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bestätigen oder an widerlegen, also s. B. festzustellen, ob es richtig ist, dass 
an der Oberflftche einer kupfernen Kugel von 1"* Radius die inducirten Ströme 
noch 2ß" nach Erlöechen der ätaseren eleelromotoriechen Kraft merklich eind, 
wenn der mit einer OsciUationsdauer von A" sich bewegende Inductor in 
dem Moment gehemmt wird, wo er mit der Geschwindigkeit Null am Ende 
seiner Bahn angekommen ist. Ob und wie aber der Versuch in dieser Form — 
etwa mittelst einer ein Galvanometer enthaltenden Nebenschliessung — wirklich 
ausfahrbar sein wflrde, muss ich competenteren Beurtheilern überlassen. 

Rnhrort, im Januar 1869. 



Berichtigungen. 

Seite 68, zweite Gleichung (18.) lese man n = 1, 2, ... oo statt n = 0, 1, ... '3o. 
69, erste Gleichung (20.) lese man n-^-m + i statt n— m-— t. 
- 69| zweite Gleichung (20.) lese man n-f^ + l statt n— m-f-1« 
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Die Periodicitfttsmoduln der hyperelliptischen In- 
tegrale als Functionen eines Parameters aufgefasst 

(Von Herrn L. Fuchs in Oreifswald.) 



JxLan wird in der Analysis hfiofig zur Darstellung einer Fnnction durch 
ein bestimmtes Integral geführt^ welches das Argument derselben als Parameter 
enthält. Besonders hSufig werden Integrale linearer Differentialgleichungen 
unter diese Form gebracht. Diese Darstellung einer Function hat vor der 
durch unendliche Reihen im Allgemeinen die Gflltigkeit in der ganzen Ebene 
voraus. Aber es ist bisher nur in wenigen FsUen gelungen, die Eigenschaften 
der Functionen aus der Integralform herzuleiten. Ich hoffe daher, es werde 
nicht flberflflssig erscheinen, wenn ich im Folgenden die bestimmten Integrale, 
welche in der Theorie der hyperelliptischen Functionen unter dem Namen 
der Periodicitätsmoduln auftreten, als Functionen eines Parameters aufgefasst, 
untersuche. Es werden die Haupteigenschaflen dieser Functionen hergeleitet und 
lineare Differentialgleichungen, denen sie genügen, entwickelt. — Es wird er- 
sichtlich sein, dass die hier befolgte Methode sich auf die Periodicitätsmoduln 
der allgemeinen ^6e/schen Integrale anwenden ISsst, und im Wesentlichen 
für diese zu ganz identischen Ergebnissen fährt. Ich behalte mir vor, bei 
anderer Gelegenheit dieses weiter nachzuweisen. — Die hier auftretenden 
Differentialgleichungen gehören zur Klasse derjenigen, welche ich in den Ab- 
handlungen (dieses Journal Bd. 66, No. 4, Gl. (12.) und Bd. 68) betrachtet; 
und in so fern steht die gegenwärtige Arbeit mit jenen im engsten Zusammen- 
hange. In der That ist sie in ihren GrundzOgen schon vor mehr als zwei 
Jahren entworfen, und nur ihre Endredaction durch verschiedene Hindemisse 
verschoben worden. — Die eben angeführten Abhandlungen werde ich der 
Kflrze halber im Folgenden unter dem Zeichen A. B. 66 und A. 6. 68 citiren. 

1. 

Es sei 

(1.) s'^ = (p{x,u), 

wo (p {Xf u) eine ganze rationale Function von x und u ist, und iwar in Be- 

12» 
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zag auf X vom Grade n, yon der Beschaffenheit, dass nicht zwei der Wurzeln 

der Gleichung für x 

(2.) ip(x,u) = 0, 

die wir mit Oiy o^ , ... a« bezeichnen wollen , fDr jeden Werth von u ein- 
ander gleich sind. Stellen wir die Function s nach Riemann durch eine zwei- 
blättrige Fläche T dar^ so sind aj, 02, ... a« die Verzweigungspunkte der- 
selben. Ebenso stellen wir die durch die Gleichung (2.) definirte algebraische 
Function x von u durch eine »-blättrige Fläche S dar, und bezeichnen deren 
Verzweigungspunkte (auch solche Punkte eingerechnet, in welchen Wurzeln 
einander gleich sind, ohne dass Verzweigung stattfindet) mit 6^, 62) ••• ffy 
Durch die n Blätter dieser Fläche wird also der Verlauf der Verzweigungs-. 
punkte der Fläche T bestimmt. 

Es sei vf^^^ ein von den Verzweigungspunkten der Fläche S verschie- 
dener Punkt und a[^\ a[^\ . . . ai"^ die ihm entsprechendjen Wurzeln der Glei- 
chung (2.), so werde die Form T^^^ der zugehörigen Fliehe 7 folgendermassen 
bestimmt. Es werde ein die beiden die ar-Ebene bedeckenden Blätter durch- 
driugender Schnitt, Hauptschnilt, längs einer durch alle Verzweigungspunkte 
a[^\ aS^\ . . . aj-^^ hindurchgehenden, sich selbst nicht durchschneidenden Linie 
geführt, und alsdann das obere und untere Blatt eindeutig mit den Werlhen 
von s belegt. Nennt man einen zwischen zwei auf einander folgenden Ver- 
zweigungspunkten enthaltenen Abschnitt des Hauptschnittes einen Theil des- 
selben, so werden beide Blätter in diesen Theilen abwechselnd in einander 
übergehen oder getrennt verlaufen. Die ersteren mögen Verzweigungstheile 
des Hauptschnittes heissen. 

Geht u von u^^^ continuirlich zu einem anderen Werthe u auf einem 
Wege über, der durch keinen der Verzweigungspunkte der Fläche S führt, 
so gehen die Wurzeln der Gleichung (2.) in der or- Ebene continuirlich von 
den Werthen ai''\ a^^\ . . . a^*^ resp. zu den Werthen ai, a^, . . . a« Ifings 
bestimmter Curven über, die resp. mit ^1, ^, ... ^ bezeichnet werden 
mögen. Zu gleicher Zeit geben in jedem Punkte der o:^ Ebene, der nicht 
auf einer der letzteren Curven sich befindet, die zugehörigen Werthe von s in 
vollkommen bestimmte andere über. 

Nunmehr denke man sich eine neue zweiblättrige Fläche über die or- 
Ebene ausgebreitet und verpflanze in jedem Punkte der o:- Ebene die durch 
continuirliche Aenderung von u umgewandelten Werthe von s des oberen und 
untereh Blattei^ von 7^^^ resp. in die über demselben Punkte der dr- Ebene 
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befindlichen Punkte des oberen und unteren Blattes der neuen Fläche. Diese 
letztere FIflche soll die dem Werthe u entsprechende Fläche 7 sein. In con- 
tinuirlich auf einander folgenden Punkten derselben folgen alsdann in dem- 
selben Blatte die Werthe von s continuirlich auf einander, wenn nicht der 
Uebergang durch einen Versweigungstheil der Fläche 7^"^ oder durch eine 
der Curven A führt. Bei dem Uebergange durch eine dieser Linien gelangt 
man zu entgegengesetzten Werthen von e. In der That sind die an ver- 
schiedenen Seiten der Verzweigungstheile in demselben Blatte von T^"^ be- 
findlichen Werthe von t entgegengesetzt gleich^ folglich auch ihre durch con- 
tinuirliche Aenderung von u umgewandelten Werthe in dem entsprechenden 
Blatte der Fläche T, Ferner fährt jeder noch so kleine Umlauf um einen 
der Punkte Oi, 02, ... a« den Werth e continuirlich zum entgegengesetzten 
Ober, was nur möglich ist, wenn resp. an den Curven A^^ A2^ . . . A^ ein 
plötzliches Uebergehen zum entgegengesetzten Werth stattfindet. — Die beiden 
Blätter der Fläche T, deren Verzweigungspunkte Oi, a^, . . . a,^ werden 
demnach längs einer Linie durchschnitten, welche aus dem Hauptschnitte der 
Fläche T^^ durch Einschalten der beiden Seiten der Curven A oder auch der- 
selben Seite in zwei entgegengesetzten Richtungen genommen entsteht, und 
es werde dieser Schnitt der Hauptschnitt der Fläche T genannt, 

Zwei Verzweigungspunkte der Flächen T und T^*^^, die durch con- 
tinuirliche Aenderung von u aus einander hervorgegangen sind, mögen ent- 
sprechende Verzweigungspunkte, und solche Theile ihrer bezüglichen Haupt- 
Bchnitte, die zwischen entsprechenden Verzweigungspünkten enthalten sind, 
entsprechende Theile genannt werden. Es folgt alsdann, dass die den Ver- 
Bweigungstheilen der Fläche 7^'^^ entsprechenden Theile des Hauptschniites der 
Fläche 7 im Allgemeinen in ihrem ganzen Verlaufe Verzweigungsstellen sind. 

2. 

Wenn zwei Curven Ai und A^, sich in einem Punkte nt der o;- Ebene 
schneiden, so muss einer der Verzweigungspunkte ai und a^, welche resp. 
diese Curven beschreiben, früher in m angelangt sein als der andere, da ihre 
Wege nicht durch einen der Verzweigungspunkte der Fläche S führen. Wenn 
ax früher anlangt als a^^ so wollen wir sagen, die Curte Ai gehl der Cune 
A^ in Bezug auf m eoran. Ebenso befindet sich jeder dem Hauptschnitte 
der Fläche 7^"^ ungehörige Punkt an seiner Stelle, ehe eine der Curven A 
sich dorthin erstreckt. Wir sagen daher analog, wenn ein Theil des Haupt- 
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Schnitts der Flicke r^> Yom emer der Cott« A fcsckuttea wird, der erstere 
gehe der lelxterM ia Besif asf des D u d Bch MBsfkt Tonm. — In beiden 
Fillen heissl der Theil der Cvnre A^ welcher each des DvdischBeiden mit 
der Toren geh ee dce Cvre enWindf, der markfolgemde TheiL 

Die beide« T ei twugi fspmktc, welche eiiMn TheQ des Haoptschnittes 
einer Fliehe T nbfrenaoi« wollen wir in wiUkftrllcher Weise als Anfangs- 
nnd Endpnnkt de ssel b en Ton eiaander nnterscheiden, jedoch so, dass in allen 
Fliehen T sowohl fie Anfiwgspnnkle als anch die Endpnnkle entsprechender 
Theile cnteftf eb e n d a Venwrignngspnnkte sind. 

Bewegt BMn sich anf der x- Ebene lings eines Theiles des Hanpt- 
5chniltes voai An&ngspnnkte desselben mm Endpunkte hin, so sollen die linke 
nnd die rechte Seite dieser Bewegung anch die linke nnd die rechte Seite 
die$e$ Theiles genannt werden. — 

E» sei nnnmehr 

WO f^r} eine ganie rationale Fnnction Ton x nnd m bedentel, so ist das Integral 



=yi*r 



in j«Hler Fliehe T bestimmU wenn der Integrationsweg Torgeaeichnet wird. — 
Liiitr^ eines joden im Endlichen Terlanfenden Theik des Hanptschnitts einer 
Klächo T wird das Integral a vom Anfangspnnkte bis inm Endpunkte dieses 
ThelU aur der linken Seite desselben erstreckt, nnd iwar urird das Blatt, yon 
wi^lchoni die Integration ihren Ausgang nimmt, so gewihlt, dass der an einem 
dem llauptsohnitte der Fliehe T^^ angehörigen Abschnitte des Theiles befind- 
liche Integrationsweg im oberen Blatte verliuft Ueberschreitet der Integrations- 
wen t^ne Curre A lings einer Linie^ welche dieser Curve vorangeht, so ist ein 
Integrationsweg einiusehalten« welcher den nachfolgenden Theil der letxteren 
unigieht. Die s^^ gebildeten n— 1 Integrale beissen die Periodicititsmoduln 
den Integrals s in der Fliehe T^\ 

Far die Fliehe T^'^ $ind demnach die Periodicilitsmoduln die an den 
TheUen des Ilaupischnitts dieeer Fliehe anf der linken Seite dersdben yom 
Anningspuukt bb aum Sadpunkt im oberen Blatte sich erstreckenden Integrale. 

Kiu IVHodli^tSModul der Fliehe T"^ reprisentirt in Verbindung mit 

*^ l^i^Hk^^n Namen Athreu awar gewiAiuKch die doppelten Werthe unserer Int^prale, 
aUsin dis««r t^alsnobiea Mi lülr dm Folgende gkiohgtthig. 
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der Schaar der in den verschiedenen Fliehen T auf den entsprechenden Theil 
der Hauptschnitte derselben besogenen Periodicitätsmoduln eine bestimmte 
Function von «. 

3. 

Die Periodicitfitsmoduln sind in der Umgebung eines von den Ver- 
aweigungswerthen der FlSche S verschiedenen Werthes von u continuirlich 
und eindeutig. In der That sei u ein von den Verzweigungspunkten der 
FIflche S verschiedener Punkt und u' =zu+d ein beliebig wenig davon ver- 
schiedener, T und T resp. die zugehörigen Formen der Flache T. Ferner 
mögen ein Paar dem Werthe u entsprechende Verzweigungspunkte ai und a^ 
wAhrend des Ueberganges von u nach %/ resp. auf den Curven Ai und A^ 
in dl und a^ fibergehen. Ist / der Theil des Hauptschnittes von T zwischen 
Ui und a^^ so ist die Curve^ welche der Reihe nach aus Ai, ly A^, zusammen- 
gesetzt ist, der entsprechende Theil des Hauptschnitts der FlSche T. Der 
Theil des Periodicitätsmoduls Iftngs / in T ist mit abnehmenden d beliebig 
wenig von dem Periodicitfitsmodul Iflngs / in T verschieden, während die In- 
tegrale längs Ai und A^, weil diese Curven mit d beliebig klein werden, und ^ 
weil u kein Verzweigungspunkt der Fläche S ist, selber mit d beliebig klein 
werden. Hieraus folgt aber die Stetigkeit des Periodicitätsmoduls zwischen 
fl^ und a^. 

Macht u um einen von den Verzweigungspunkten der Fläche S ver- 
tddedenen Punkt einen in der Umgebung desselben befindlichen Umlauf, so 
kann die Fläche dieses Umlaufes so klein gewählt werden, dass die Punkte 
Ol) 02, ... a. beliebig kleine, ganz aus einander liegende vollständige Umläufe 
ToUziehen. Ist / ein Theil des Hauptschnittes der Fläche T zwischen ai und 
a^^ so besteht in der nach dem Umlauf resultirenden Fläche T der ent- 
sprechende Theil des Hauptschnitts der Reihe nach aus der kleinen von ax 
beschriebenen Peripherie, aus ly und aus der kleinen von a^ beschriebenen 
Peripherie. Da aber in der Fläche V ausserhalb der von den Punkten 
Ol, 02, • • • o« beschriebenen Umläufe s im oberen und unteren Blatte den- 
selben Werth hat wie resp. in den Aber demselben Punkte der x- Ebene be- 
findlichen Punkten des oberen und unteren Blattes von T, so folgt, dass der 
Theil des Periodicitätsmoduls längs / in beiden Flächen denselben Werth hat. 
Die Theile des Periodicitätsmoduls in T längs den beiden Peripherieen sind 
abw, weil der Umlauf von u um einen von den Verzweigungspunkten der 
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Flftcbe 8 Terschiedenen Punkt geschieht, out diesen Peripherieen verschwindend 
klein. Demnach sind die PeriodicitStsmodoln an den entspredimden Tfaeilen 
der Hanptschnitte in T nnd T' einander gleich. Hieraus ergiebt sich, dass 
der Periodicititsmodnl in der Umgebung eines von den Yerzweigungspnnkten 
der Fläche 8 verschiedenen Punktes u eindeutig ist. 

4. 

Es sei fj ein Periodidtitsmodul iwiscben «i und a^ fftr irgend einen 
von den Yersweigungswerthen von S verschiedenen Werth, das heisst das 
Integral a= /fib? erstreckt Aber eine in Now2 angegebene von aj nacb a^ 
föhrende Linie in der lu diesem Werthe von m gehörigen Fliehe T. Man 
erstrecke das Integral a in T Ober eine geschlossene Curve q^ welche den 
Integrationsweg von i; derart umgiebt, dass sie durch keinen der Verzweigungs- 
punkte hindurchführt und dass innerhalb derselben k«ne Versweigung^unkte 
sich befinden, durch wdche i; nicht hindurchfUirt, und beseichne dieses Integral 

mit / ffdx, so ist 

Da n von den Venw^ungspunktra der Fiftche S verschieden ist, so können 
die Dimensionen dieser Curve q bei hinlänglich kleinem d so gewählt werden, 
dass sie mit einer geschlossenen Curve, welche den Integrationsweg des 
Periodicitätsaoduls tf an dem entspreoheuden Theile des Hauptschnittes einer 
sum Wwthe m+if gehörigen Fläche T' in ähnlicher W^ise wie q den Weg 
von ff umgiebt, in der ««»Ebene sich deckt. Beaeichnel man alsdann das Iih 
tegral, welohet Ober die Curve f in T erstreckt ist, out / ff'dxy wo f ' und 
y demselben 9 augehörige Werthe in dw entaprechendeo Blättern von T 
und T' sind, und setat man y'^y+Ay^ ao ist 

(30 y V*P =y ydSr+y AyÄr. 
Au» diesen Gleichungen ergiebt sich, da y in keinem Punkte« von q unendlich wird, 

(4.) limS:^! (fllr<r-0) ^^^h/'^dx. 

Da ahi^iiio ^i *o ^^ ^^ folgendtn Ableitungen ve« yjpadi «inkeipein 
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Punkte von 9 unendlich werden, so ergiebl sich auf dieselbe Weise fOr jede Ordnung A 

5. 

Es sei b einer der Verzweigungspunkte der Fläche S, und möge u in 
dessen Umgebung von einer Anfangslage vS^^^ aus einen Umlauf vollziehen, so 
werden die Grössen ai, 02, . . . a„ im Allgemeinen in Gruppen zerfallen, 
derart, dass die Glieder einer Gruppe nach dem Umlaufe von u cyclisch in 
einander fibergehen. Es können auch alle Grössen a eine einzige Gruppe 
bilden, und einzelne Gruppen nur ein einziges Glied enthalten. Der Anfangs- 
lage fi^^^^ entspreche die Fläche T^^^^y und diese wandle sich nach dem Umlauf 
von u in T um. Die Curven, welche in der x- Ebene von einer Gruppe G 
der Verzweigungspunkte Oi, 02, ... a« beschrieben werden, bilden die Be- 
grenzung eines geschlossenen Raumes, welcher denjenigen Punkt a umschliesst, 
mit welchem die Glieder der Gruppe G für u=^b zusammenfallen. Diese ge- 
schlossenen Räume können theilweise zusammenfallen. In den aber demselben 
Punkte der a;-Ebene befindlichen Punkten der Flächen T^""^ und T' sind die 
Werthe von e im oberen und unteren Blatte der einen resp. denen im oberen 
nnd unteren Blatte der anderen entweder gleich oder entgegengesetzt, da (p {x, u) 
eine symmetrische Function der Grössen ai, o^, . . . a« ist. Ersteres findet allemal 
statt ffir einen Punkt x ausserhalb der von ai, 02, . . . a, gebildeten Räume, 
dagegen wird letzteres innerhalb dieser Bäume erfolgen^ wenn in dem Vi^erthe 
e^'*'^ (^Xy fi), in welchen (p {Xy u) nach einem Umlaufe von fi um 6^ übergeht, k 
dne ungerade Zahl ist. — Ein Periodicitätsmodul des Integrals ss in der Fläche 
T kann demnach als ein Integral angesehen werden, welches in der Fläche T 
zwischen zwei Verzweigungspunkten sich erstreckt, d. h. als eine Summe von po- 
sifiven oder negativen ganzen Vielfachen der Periodicitätsmoduln in der Fläche T. 

Die Periodicitätsmoduln als Functionen von u haben daher die Eigen- 
schaft, nach einem Umlauf von u um einen Verzweignngspunkt der Fläche S 
in lineare homogene Functionen mit ganzzahligen Coefficienten ihrer ursprüng- 
lidien W^erthe fiberzugehen. 

Im Allgemeinen bleiben die Periodicitätsmoduln auch nicht unverändert, 
wenn u einen Umlauf um oc macht, selbst wenn letzterer Punkt nicht zu den Ver- 
sweigungspunkten der Fläche S gehört. Man zeigt ebenso wie ffir diese Ver- 
sweignngspunkte, dass jeder Periodicitätsmodul in eine lineare homogene Function 
mit ganzzahligeu Coefficienten der arsprfinglichen Periodicitätsmoduln fibergeht. 

JoQfiud für Mathematik Bd. LXXI. Heft S. 13 
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6. 

Es muss nunmehr die Art der Unstetigkeit der Periodicitätsmoduln in 
den Verzweigungspvnkten der Fläche iS und für u = oo näher untersucht wer- 
den. — Es bedeute II das Product der Differenzen der Wurzeln der Gleichung 
(p{xyu) =0*), und man setze an die Stelle jeder Differenz ax—Of, den gleich- 
werthigen Ausdruck a^— a;— (a^— a:), so lässt sich 77 auf die Grestalt bringen; 

(1.) 77 = Skxia^^xf^ (a, ^xf- . . . {a^-xf\ 

eine Summe, in welcher der Coefßcient ki jedes Gliedes eine positive oder 
negative ganze Zahl und die Exponenten Ä^ , Aj, . . . il« von einander verschiedene 
positive Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, . . . n—X sind, deren Summe gleich 4«(«— 1). 

Der Quotient irgend eines Gliedes der Summe (1.) durch -^cpixyu) hat 
die Gestalt: 

Ist keiner der Exponenten il gleich Null, so wird der Ausdruck (2.) för keinen 
der Werthe ai, 029 • • • <*» unendlich. Ist einer davon, it|, gleich Null, so 
sind die äbrigen von Null verschieden, der Ausdruck (2.) ist endlich fOr 
Oj, aa, ... a«_i und unendlich wie {x—aCr^ für a^. — Wenn mehrere der 
Grössen a gleich a^ werden, so würde der Ausdruck (2.) auch für a^ nicht 
unendlich werden. 

Ist ri ein Periodicitätsmodnl, so hat man 

(3.) n.ri = {-\)^''2ki,ßa,-xf'^^{(h-x)^'^^ . . . (a,~a?/*'"^/(ir)rfa;, 

die Integrale bezogen auf ein und dieselbe in No. 2 festgesetzte Linie zwischen 
zwei Verzweigungspunkten. Demnach ist 77. 17 auch in den Verzweigungs- 
punkten der Fläche S nicht unendlich. Ist 6 einer dieser Verzweigungspunkte, 
so ist 77 in der Umgebung desselben von der Gestalt (ti— 6/.77'^ wo ß eine 
positive Zahl und 77' eine in der Umgebung von b eindeutige, endliche und 



*) Ist tp(u) der Cocfficient von oj* in q>(x,u)f so fährt die Substitution a? = 



/' f(x)dx r f (^) da! 

) über in ein anderes der Form yC^y/— / / ■ 1 wo /m so 

gewShlt werden kalXD> dass fiC^^) und ^^(af,u) wieder ganze rationale Functionen von 
of.ttnd.ti sind, und in letzterer der Coefficient von o^" gleich Eins. Da die Eigen- 
schaften des Factors yj(u)^ bekannt sind, so kann der Emfachheit wegen Überall vor- 
ausgesetzt werden, dass der Coefficient von o^ in V^(po,u) gleich Eins ist^ 
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contiDuirliche Function bedeutet, die für u=^b von Null verschieden ist. Daher 
worden die Periodicitätsmodnln in den Verzweigiingspunkten b der Fläche S 
^0 unstetig, dass sie mit einer bestimmten Potenz [u — b]^ multiplicirt für u==b 
nicht mehr unendlich sind. 

Ist «*" die höchste Potenz von u in f{x\ so wird für jeden Periodicitäts- 
modul ri, als ein im Endlichen verlaufendes Integral, jedenfalls vT"^ .ri für ii=oc 
nicht mehr unendlich. 

7. 

Theils zur Erläuterung des Vorhergehenden, theils für den späteren 
Gebrauch betrachten wir den besonderen Fall, dass 

(p{XyU) = (a: — Ä,)(ar— A2) • • • (^~*«-i)(^— w)^ 
wo ft|, &2, . . . ft^i von u unabhängige und von einander verschiedene Grössen 
sind. — Die Fläche S besteht aus n über einander liegenden Blättern, in 
deren «—1 resp. die Werthe fti, ftj^ • • • *i,-m iß einer aber der Werth u 
sich befindet. In den Punkten u=^ki^ tf=Ar2, . . . u = k^^i sind also zwei 
4er Wurzeln der Gleichung (p[x,u) = einander gleich, eine Verzweigung 
der Fläche iS findet jedoch in ihnen nicht statt. 

In jeder Fläche T werde der Hauptschnitt der Reihe nach durch u^ 
ki^ fe, . . . Ä^i oder ii, ä,, Ä29 • • • *»-m ^ geführt, je nachdem n gerade 
oder ungerade ist. Als Anfangspunkt des ersten Theiles werde ferner u, und 
als Anfangspunkt irgend eines zwischen ki und kx^^i enthaltenen Theils ki be- 
trachtet. Die Hauptschnitte verschiedener Flächen T unterscheiden sich daher 
nur in ihrem ersten Theile. 

Es sei w^"^ ein Punkt in der Umgebung eines Verzweigungspunktes ki^ 
ud es mache u von vS^^^ ausgehend um diesen Verzweigungspunkt einen in 
dessen Umgebung befindlichen vollständigen Umlauf U, wodurch die Fläche 
T^y welche der Anfangslage von u in ii^"^ entspricht, in die Fläche T' ver- 
wandelt wird, so besteht der erste Theil des Hauptschnitts der letzteren Fläche 
aas der geschlossenen Curve U, in der ihrer Erzeugung entgegengesetzten 
Richtung genommen, und aus dem ersten Theile des Hauptschnittes der Fläche 
T^^. — Wir können der Einfachheit wegen annehmen, dass der Hauptschnitt der 
Fläche T^^^^ sich nicht selbst durchschneide. 

Für einen Werth x innerhalb U geht x—u in e^"*{x—u) über, wenn 
tf seinen Umlauf macht, während die übrigen Factoren von (p{x,u) unver- 
ändert bleiben, demnaöb geht «in —.9 über. Für einen Werth x ausserhalb 
V bleibt 8 unverändert. Es stimmen daher die Werthe von s der oberen und 

; 13* 
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unteren Blfttter resp. von T^^ und T Aber demselben Punkte der x- Ebene 
mit einander flberein oder sind entgegengesetzt, je nachdem der Punkt x 
ausserhalb oder innerhalb ü sich befindet. 
Ist nunmehr 

wo f(x) eine ganze rationale Function von x und u bedeutet, so befinden sich 
die Curven, über welche die Periodicitätsmoduln des Integrals !&=/ydx in 
der Flache T^"^ erstreckt sind, alle im oberen Blatte. Bezeichnen wir die 
Periodicitätsmoduln in T^"^ resp. zwischen t«^"^ und kg^ kg und ifcs, . . ., k^2 
und /r._i mit («^^Ati), (/r,,&J, ... (&^2 9*»-i)9 ebenso ein im oberen Blatte 
von einem Verzweigungspunkte a nach einem Verzweigungspunkte b, die noch 
nicht durch den Hauptscbnitt mit einander verbunden sind, erstrecktes Integral 
mit {a, 6), und die Werthe, in welche alle diese Grössen nach einem Umlaufe 
von u um ki übergehen, d. h. die entsprechenden Periodicititsmoduln und Integrale 
in T', indem wir diese Zeichen mit Accenten versehen, so ist für 1=2, 3, ... ti— 2 

(1.) «*,)' = -2«*0+(t^,*.), 
(t°.) (*>«> */.+i) = ("/.* »/i+i)? 
für j« = l,2, ...i— 2, ;i+l, ...«—2 

Nun ist 

(2.) («",*^) = (i^,*,) + (*M*2)+(*2,*,)+-+(^-.,*^) 
für ,u= 1,2, ...«— 1, daher erhalt man aas (1.) bis (1'.) 

(3.) («", *.)' = -« *.)-3{(*., A,) + (ifei, *,)+•••+(*,-„ *i)}, 

(3°.) {Itfif ltuJ^.t) = (^^j*^+i)i 
für ju = l,2, ...i— 2, i+1, ...Ji— 2 

(3*.) (*i_, , *i)' = 2 {(«", *0 + (*i , *i) + (*i ,*,)+••• + (*i-, , *i-,) } + 3 (*,_„ *i), 
(3'.) (*i,*i+,y = 2{(ii",*,) + (*n*2)+(*i,*,)+- + (*i-„*i)}+(*„*2+,). 

Für X = 1 ist 

(4.) («",*,)' = (f.",*.), 

(4.) \»fif ff/ft-i) = C*^>*^+i)» 
für A* = 2, 3, .... fi-2 

(4*.) (*„*iy = 2(rf',t,)+(*»,*i). 
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Für 1 = 11—1 gelten die Formeln (3.) bis (S^.)? während die Formel 
(3^) nicht in Betracht kommt. 

Macht u einen Umlauf F um oc, so bildet die Anssenseite desselben 
einen Umlauf um die Punkte ki^ kj^ ... &.-.i. Die Aber demselben Punkte 
der a:- Ebene befindlichen Werthe von s in den oberen und unteren Blfittem 
resp. der ursprünglichen Fläche T^^^^ und der nach dem Umlaufe von u ent- 
standenen Fläche V sind übereinstimmend oder entgegengesetzt, je nachdem x 
innerhalb oder ausserhalb V sich befindet. Wir können wieder der Einfach- 
heit wegen annehmen, der Hauptschnitt der Fliäche T^"^ durchschneide sich 
selbst nicht. Wendet man hier dieselben Bezeichnungen an, wie oben, so ist, 
wenn n gerade 

(5.) «*0' = «*0 + 2{(Ä„*3) + (*4,Ä5) + . ..+ (*_„*_,)}, 

wenn n ungerade 

und in beiden Fällen 

(6.) (Ar^^Ä^+i) = —(Ä^^»;i+i) 
ftr /i = l,2,...«-2. 

8. 

Es seien in irgend einer Fläche T der Reihe nach Oi, Oj, ... a,.i 
die Anfangspunkte und Oa, 03, . . . a» die Endpunkte resp. des 1^^, 2^^, . . . 
(ä— 1)*®^ Theils des Hauptschnitts, i?i, ij«^ .- Vf^i resp. die auf diese Theile 
bezogenen Periodicitätsmoduln. Wir umgeben den Integrationsweg eines jeden 
derselben in der in No. 4 angegebenen Weise mit geschlossenen Curven 
9i) 929 • • • 9ii>i- Jo nachdem n gerade oder ungerade, wird durch ^i ^ ^2, • . . q^-i 
oder durch ^i , 92 , ... q^i die Fläche T in eine einfach zusammenhangende 
T' zeriegt. Es ist ferner, wenn man das nach No. 4 über qx erstreckte In- 
tegral mit / bezeichnet, 

(1 ) ( ''' 

duf' V duf' ^' 

Eb sei nunmehr von den Periodicitätsmoduln 171 , 172 9 • • • ^i^-i ^Q6 Anzahl p 
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nftmlicb ^n ^2, • • . ^p linearunabhftngig, d. h. so beschaffen, dass eine Gleicbung 

(2.) Cii7, + C2i?2 + ... + Cpi7p = 

mit von u unabhängigen Coef&cienten C|, C2, ... Cp fflr einen endlichen Theii 
der «-Ebene nicht identisch stattfinden kann, während die übrigen 17 sich als 
lineare homogene Functionen von ^n ^2 ? • • • ^p mit von u unabhängigen Coef- 
ficienten ausdrücken lassen. Man bilde eine lineare homogene Differential- 
gleichung 



welcher die p Functionen ^i, ^29 . • ijp, folglich sämmtliche Periodicitäts- 
moduln genügen, und setze 

SO repräsentirt die Gleichung (3.) nach No. 4 und den Gleichungen (1.) dieser 
Nummer folgendes System von n— 1 Gleichungen: 

(4.) frdx = 

für A = l,2, ...«— 1. 

Für ein gerades n ergeben die n— 2 ersten derselben, dass /Ydx in 
der Fläche T' beim Ueberschreiten eines der Querschnitte, welche die Fläche 
T in die einfach zusammenhängende Fläche T' verwandeln, ungeändert bleibt ; 
die letzte Gleichung (4.) enthält die Bedingung dafür, däss das Integral /Vdx 
für X = 00 nicht logarithmisch unendlich werde. 

Für ein ungerades n enthalten die n— 1 Gleichungen (4.) die Bedin- 
gung, dass JYdx beim Ueberschreiten der Querschnitte ungeändert bleibt. Das 

Integral jYdx kann überhaupt für x=ao nicht logarithmisch unendlich werden. 

In beiden Fällen also drückt das System der Gleichungen (4.) aus, dass 
jYdx eine in der Fläche T überall eindeutige Function ist, die nur eine 
endliche Anzahl mal unendlich von der ersten Ordnung wird, d. h. es ist 
lYdx eine rationale Function von x und e^ also 

(5.) fvdx =^ P+Rs, 

wo P und R rationale Functionen von x sind. Da aber Y selbst, wie leicht 
SU sehra, von der Form Z.« ist, wo Z eine rationale Function von x ist, so* 
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ergiebt die Differentiation der Gleichnng (5.) 

ox 

Die Differentialgleichung (3.) ist daher' gleichbedeutend mit dieser Gleichung: 

WO R eine rationale Function von x bedeutet. Sind die Grössen ß so be* 
stimmt, dass die Differentialgleichung (3.) durch sämmtliche Periodicitfttsmodulii 
befriedigt wird, so bewirken dieselben auch, dass die linke Seite der Gleichung 
(6.) der Differentialquotient einer mit e multiplicirten rationalen Function von 
X werde, und umgekehrt. 

Um daher die Anzahl p der linear unabhängigen PeriodicitStsmoduln 
und damit die Ordnung der Differentialgleichung (1.) zu bestimmen, wird die 
niedrigste Ordnungszahl p aufgesucht, fflr welche die Gleichung (6.) bestehen 

kann. Zu diesem Ende ist eine Reduction der Integrale J ^^^dx auf eine 

gewisse endliche Anzahl einfacher Integrale erforderlich. 



9. 

Zur Reduction der Integrale algebraischer Functionen der form / f^^ dx, 

worin f{x) eine beliebige rationale Function von x bedeutet, bedienen wir uns 
eines Verfahrens, welches mit demjenigen übereinstimmt, wel6lies Herr Weier- 
etraes in seinen Vorlesungen zur Reduction der elliptischen Integrale anwendet — 
Dasselbe beruht auf der Formel, aus welcher Jacobi den Satz von der Ver* 
tmischiing von Parameter und Argument b^i den Integralen dritter Gattung 
kergeleitet hat (Bd. 82, pag. 185 dieses Journals). 

Es werde der Kürze wegen (p {x) statt q) {x, u) geschrieben, und man setze : 

80. ist 

dt dx l^yCOvC«)' 

WO 

^ = ?iZTJi[y(0-9'(aj)-y'(aj)(<-a:)-i(<-a')(9''(<)-9''(a'))], ■ • 
mdem 



'/ \ dw<x) 



dx 
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ist, eine ganze rationale Function von x und t und zwar in Bezug auf beide 
vom Grade n— 2 wird. Man setze daher 

wo die Coefficienten A rational aus den Coefficienten von q> (x) gebildet werden. 
Integrirt man die Gleichung (1.) nach t, so dass die Integrale für einen Werlh 
Xi verschwinden, so erhält man 

Ist if>{x) irgend eine Function von x, so bedeuten 



af 



resp. die Coef&denten von (x—ay und a;"" in den Entwicklungen von yf(x) 
nach steigenden Potenzen von x—a und nach fallenden Potenzen von x. 

Dividirt man die Gleichung (2.) durch ^y (f), multiplicirt sie mit einer 
rationalen Function ^(0) die für t = Xi unendlich wird, so erhält man: 



1 



ricoi 



|/9(^)U-J^^_^^^_, 



(3.) 



^ V9(^ r gCQ 1 ■ g rg(0_ r Vv(x) dt -i 

Entwickelt man beide Seiten der Gleichung (1.) nach fallenden Potenzen von 
t und integrirt derart, dass man den Integralen keine Constante hinzafOgt, so 
erhilt man 

(4.) -L.^ = ^/li-J^rf/+-7^=-Sx«A^Ä. 
Multiplicirt man diese Gleichung mit g(t) und dividirt durch yy(<), so folgt 

y^^ L(<-aj)Jjl_ 
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Bind Oberhaupt Xi^ X2^ ... x^ die Werthe, für welche g{t) unendlich wird, so ist 

(6) ^(-) = [f^] ^H^] 

t 

Bildet man daher die der Gleichung (3.) ähnlichen Gleichungen für Xj^ o?), . . . x., 
und addirt die m Gleichungen zur Gleichung (5.), so folgt 



(7.) -^ = £,c,-^=+2\ ^+^{Xix)y^)). 
y<p(x) i (x—xt^YvQ"^ " vvQ'O ^"^ 



wo 



bt Xt eine der Wurzeln der Gleichung 9 (t) = , so ist C^ = 0. Betrachten 
wir daher nur solche rationale Functionen g{x), die nur für die Wurzeln 
Ol, Oi, ... a. dieser Gleichung unendlich werden, so verwandelt sich die Glei- 
diang (7.) in: 

wo in (8.) statt x^^ a^, ... x^ Wurzeln der Gleichung ^(<) =0 zu setzen 
riiid. Es ist zu ersehen, dass die Grössen C^, ^^ und die Coefficienten von 
Xi^x) in Gleichung (8.) sich rational aus den Coefficienten von ip(<x) und den 
Ckmatanten in g(x) zusammensetzen. 



10. 

Zu dieser Reduction ist für unseren Gebrauch noch der Nachweis hin- 
lunfügen, dass in der Gleichung (7.) voriger Nummer die Coefficienten C^ 

und fia einzeln verschwinden mässen, wenn ^-L^i- der Differentialquotient 

WO 

eiiiOT rationalen Function von x und )^9p(ar) sein soll. 

JouBAl fttr MathemAtik Bd. UCXL EMt 2. 14 
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Sind a?! , a?2 , ... Xi die von Oi , Ö2 , • . . 0* verschiedenen Werthe, für 
welche g{x) unendlich wird, und setzt man 

(a?— a?i)(a; — X2)... (a?— a?») = n{x) 
und 

so mflsste, wenn ^^^^ der Differentialquotient einer rationalen Function von 
X und )/q){x) sein soll, 

sein, was sich ahnlich wie in No. 8 ergiebt; hieraus aber folgt: 

(1.) ^^^^f^^^Q'(.a:)H^HmxWix). 

wenn die Ableitungen durch Accente bezeichnet werden. — Da nun Z{x) 
und 0{x) ganze rationale Functionen sind, so kann die linke Seite, folglich 
auch die rechte Seite der Gleichung (1.) für keinen endlichen Werth von x 
mehr als von der ersten Ordnung unendlich werden. Hieraus ergiebt sich 
aber, dass. Q{x) nur für die Wurzeln der Gleichung ^{x)=^0 unendlich wer- 
den kann, dass demnach Z(ar) + /7(a;) 6(0;), folglich Z{x) durch n{x) theilbar 
ist; dieses erfordert aber, dass Z{x) identisch verschwindet, d. h. 

Ci = C2 = • • • = Ci = 0. 
Die Gleichung (1.) geht daher aber in: 

(2.) G{x) = Q'{x)cf{x) + iQ{x)(p\x). 

Es ergiebt sich leicht, dass Q{x) für keinen endlichen Werth unendlich werden 
kann, ohne dass auch fQr denselben Werth die rechte Seite der Gleichung (2.) 
unendlich wird, dass also Q{x) eine ganze rationale Function ist. Bezeichnet 
man den Grad derselben mit /u^ so ist der Grad der rechten Seite der Glei- 
chung (2.) gleich |it+n— 1, da die Summe der Coefficienten der höchsten 
Potenzen in den beiden Summanden derselben nicht Null sein kann. Nun ist 
aber der Grad von G{x) der Voraussetzung nach der («—2)^, daher erfordert 
die Gleichung (2.), dass Q{x)^ also auch G{x) identisch verschwinde, d. h. 



i ! 
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11: 
Es sei wieder, wie in No. 2— 8, 

wo f{x) eine beliebige ganze rationale Function von x und u bedeutet, so 
ist auf y und jede partielle Ableitung von y nach u die Gleichung (9.) in No.9 
anwendbar. Man hat demnach für jeden Werth von a 

wo 






(2.) 
IX 






QDter y die Function . ^^^^ verstanden. Die Grössen ^^ und die Coeffi- 

y(f(t,u) 

denten von X{x) sind rational aus den Coefficienten von f{x) und (p{x,u) 
lUMmmengesetzt, also rationale Functionen von u. 

Es seien /9^i , /^^^ , . . . /9| , /9o unbestimmte Grössen, und bilden wir 
ffe Function 

90 ergiebt die Gleichung (1.) 

wo " ' 

Soll Y der Differentialqaotient einer rationalen Function von x ond « sein, so 
hat man nach voriger Nummer n— 1 Gleichungen zu erfflllen, n&mlich 

(5.) ftr=o, ftr=o, ... ft£>i=o. 

Im Allgemeinen, wenn nicht die Coefficienten von f(x) und cp (x, «) besonderen 
Bedingungen unterworfen sind, werden sich ans diesem Systeme von Glei- 

14* 
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chungen bestimmte Werthe der Verhältnisse der Grössen /?«_i9 /^i..?? - - - ßt^ ßu 

m 

ergeben. Hieraus ergiebt sich nicht nur, dass die Ordnung p der Differential- 
gleichung (3.) in No. 8, welcher sämmtliche Periodicitätsmoduln genügen, im 
Allgemeinen gleich n— 1 ist, diese Differentialgleichung also im Allgemeinen 
die Form: 

hat, sondern die Gleichungen (5.) können auch zur Bestimmung der Coef- 
ficienten derselben dienen. Im Allgemeinen sind also alle i^t— 1 Periodicitäts- 
moduln linear unabhängig, d. h. im Allgemeinen findet keine Gleichung der 

Gestalt : 

Cl^l+C2^2+--- + C^l^— 1 = 

mit von u unabhängigen Coefficienten c in einem endlichen Theile der u- 
Ebene statt. 

Für einen geradzahligen Werth von n ist bekanntlich 

(7-) ^i-^2 + %~^4+-"+^«-i = 27r«€, 

1 
wo £ den Coefficienten von — in der Entwickelung von y nach fallenden 

Potenzen von x ist (s. Puiseux in lAouvilles Journal de Mathem. t. XV 
und XVI §. 47 und 51). Die Differentialgleichung (6.) hat also in diesem 
Falle ein Integral e, welches eine algebraische Function von u ist. — Ist € 
von u unabhängig, so muss ßo^O sich ergeben. — Ist £ = 0, so muss sich 
die Ordnung der Differentialgleichung (6.) um eine Einheit erniedrigen; setzt 
man in diesem Falle in den Gleichungen (5.) ß^i = 0, so müssen die n— 1 
Gleichungen zwischen den n—i Unbekannten /9«.2, ßn^j^ • • • ßü mit einander 
verträglich bleiben. 

Wenn überhaupt zwischen den Coefficienten von f{x) und ^{x, u) 
derartige besondere Relationen stattfinden, dass man /?^4=/9^2=.--=/3p_|=sO 
in den Gleichungen (5.) annehmen darf, ohne dass die ti— 1 Gleichungen mit 
einander unverträglich werden, sondern vielmehr alsdann p von ihnen die 
Verhältnisse der Grössen ß^, /?,_!, . . . ßo bestimmen, so dass ßp von Null 
verschieden und die übrigen n—p—i Gleichungen eine Folge dieser p werden, 
so wird die Differentialgleichung, welcher sämmtliche Periodicitätsmoduln 
genügen, genau der p^^ Ordnung, nämlich: 

(8) ^.-£r+Ä-»-^+-+/^»'? = o. 
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Es sind alsdann p der Periodicitätsmoduln linear unabhängige während die 
flbrigen sich als lineare homogene Functionen derselben mit von u unabhän- 
gigen Coefficienten darstellen lassen. 

12. 

Es sei die Differentialgleichung niedrigster Ordnung^ welcher sämmtliche 
Periodicitätsmoduln genflgen, 

80 sind die Grössen ^3=^, %^9 • • • -^ rationale Functionen von w, da die 

Pp Pp Pp 

Coefficienten der Gleichungen (5.) in No. 11 sich rational aus den Coefficienten 
von f{x) und (p{x,u) zusammensetzen. 

Die singulären Punkte der Differentialgleichung (1.) oder diejenigen 

Punkte, fflr welche eine oder mehrere der Grössen %^, %^9 ••• -^ un- 

Pp Pp Pp 

endlich werden, zerfallen in wesentliche und ansserwesentliche (A. B. 68 No. 8). 
Die ersteren sind die Verzweigungspunkte der Fläche S^ die letzteren hangen 
von der Beschaffenheit der Function f{x) ab. Dieses ergiebt sich daraus, dass 
die Integrale der Differentialgleichung (1.) überall ausser in den Verzweigungs- 
punkten der Fläche iS eindeutig, endlich und continuirlich sind (nach No. 3). 

Da aber nach No. 6 die Integrale in einem Verzweigungspunkte b der 
Fläche S und im Unendlichen nur so unstetig werden, dass sie resp. mit be- 
stimmten Potenzen von u — b und von u multiplicirt nicht mehr unendlich sind, 
80 ergiebt sich (A. B. 66 No. 4 und B. 68 No. 3), wenn man die sämmtlichen 
singulären Punkte mit cci, o,? ••• ^^ bezeichnet und 

V^ = (tt — «i)(tt— «2). . . («— «e) 
86lzt: 

^ '^ ßp ^ ' 

wo mit F^{u) eine ganze rationale Function von «^ höchstens vom Grade a 
bezeichnet wird. 

13. 

Nach der vorigen Nummer hat die Differentialgleichung, welcher sämmt- 
liche Periodicitätsmoduln genttgen, wenn sie von der Ordnung p ist, die Gestalt: 

... dPy F,^,(u) dP-'v F2(e^t)W dP-^y fix^-oW ^ _ O 
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Die determinirende Fundamentalgleichung derselben (A. B. 68 No. 4) in Bezug 
auf einen der wesentlich singulären Punkte a ist, wenn man 

setzt : 

Theilt man die Wurzeln dieser Gleichung in Gruppen, derart dass in jeder 
Gruppe {R) nur solche sich befinden, deren Differenz eine ganze Zahl oder 
Null ist; und ist r diejenige Wurzel einer solchen Gruppe, deren reeller Theil 
nicht von dem reellen Theile einer anderen Wurzel derselben Gruppe über- 
troffen wird^ so giebt es ein Integral der Differentialgleichung (1.) der Form 

(3.) V = (f*-ay;r(fi), 
WO x(p) ^^ ^^^ Umgebung von a eindeutig, endlich und continuirlich und in 
a von Null verschieden ist (A. B. 66 No. 4 und 5, B. 68 No. 4 Satz IV). 

Es seien ^i, ^^ • • ^p ^^^ linear unabhängigen Periodicitätsmoduln, so 
bilden sie ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung (1.); man kann also 
p Constanten C|, Ca, . . . c^ so bestimmen, dass 

(4.) V = Ciri^+C2r]i'\ hc^Vp- 

Nach einer gewissen Anzahl s von Umläufen von ti um a kehren die sämmt- 
lichen Werthe Oi, £t^, ... a^ in sich selbst zurück. Bezeichnen wir die zur Dar- 
stellung von }(p{XyU) dienende Fläche für einen bestimmten Wertb von u in 
der Umgebung von « mit 7^% so wird jedenfalls die Form der nach t = 2s 
Umdrehungen entstandenen Fläche (nach No. 1 und 5) mit 7^"^ identisch sein. 
Der Definition der Periodicitätsmoduln als Functionen von u (in No. 2) gemäss 
werden alsdann tji, r]2^ ... rjp nach 2t Umdrehungen von ti um a um das 
Doppelte des Zuwachses derselben nach t Umdrehungen vermehrt. Es möge 
7]^ nach t Umdrehungen in tj'^ übergehen, so geht tj^ nach 2t Umdrehungen 
in i?4+2(^fl— i^a) = 2i;i — ?7a ober. Bezeichnet man 6^'^"' mit f, so ist nach 
(3.) und (4.) 

^ 1 1 1 

Aus diesen Gleichungen folgt 

r* -2^+1=0, 

d. h. S* = 1, oder rt eine reale ganze Zahl. 
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Hieraus ergiebt sich, dass die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung (2.) 
rationale Zahlen sind. 

Die determinirende Fundamentalgleichung in Bezug auf den singulären 
Punkt a ist der in (A. B. 66 No. 3 61. (6.)) definirten Fundamentalgleichung 
vom p^^ Grade zugeordnet, derart, dass das 27it fache der Wurzeln der er- 
ateren die Logarithmen der Wurzeln der letzteren bilden. (A. B. 68 No. 4) 
Hieraus ergiebt sich, dass die Wurzeln der zum singulftren Punkt a gehörigen 
Fundamentalgleichung (A. B. 66 No. 3 Gl. (6.)) sämmtlich Wur&etn der Ein- 
heit sind. 

14. 

Die Form der Integrale der Differentialgleichung (1.) in voriger Nummer, 
in der Umgebung eines wesentlich singulären Punktes a haben wir (vergl. 
A- B. 66 No. 3, B. 68 No. 4 Salz IV) folgendermassen festgestellt. Ist r die- 
jenige Wurzel der Gleichung (2.) der vorigen Nummer, deren reeller Theil 
lücht von dem reellen Theile einer anderen Wurzel, die sich mit ihr in ein 
und derselben Gruppe (R) befindet, flbertroffen wird; und nimmt man an, dass 
diese Gruppe überhaupt k Wurzeln enthält, so giebt es eine zugeordnete Gruppe 
von l Integralen, von der Beschaffenheit: 

(1.) V, = {u-ay j;t(p,^[log{u-a)f-' 

a = l, 2, ... l, wo (pai, (p^2'i ... (faa in der Umgebung von a eindeutige, 
endliche und continuirliche Functionen von u sind, die nicht sämmtlich für u=a 
Vefscbwinden. 

'Zwischen diesen Integralen findet die Beziehung statt: 

wo tD«i, u>ti, ■•■ tCaa-i Constanten, und /'(»)' den Werth der Function /(») 
nach einem Umlaufe von ti um es darstellt. 

Die Gesammtheit der den verschiedenen Wurzelgruppen (Ä) zuge- 
hörigen Integralgruppen v bildet ein Fundamentalsystem. 

Bezeichnet man dieses Fundamentalsystem mit t?^, t?,, ... t?^, so lässt 
sich jeder Periodicitätsmodul tj^ auf die Gestalt bringen : 

WO die Grössen c von u unabhängig sind. 

Nach einem Umlaufe von ti um o verwandelt sich die Gleichung (3.) in 

(4.) i?i = C4irl + Ca,t>i+-"+Cflprp. 
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An die Stelle von rj'^ ISsst sich (vergl. No. 5 und 11) eine lineare 
homogene Function mit consfanten Coefficienten der Grössen rj^^ 1/2 , •.. Vp 
und folglich auch der Grössen «i, «2^ ... Vp setzen. Andererseits lassen 
sich €M€2?...f>p mit Hülfe der Gleichung (2.) ebenfalls als lineare homogene 
Functionen mit constanten Coefficienten der Grössen «1, €2, ... Cp darstellen. 
Die Vergleichung der Coefficienten resp. von f?i , €2 ? • • • <>p auf beiden Seiten 
der so umgewandelten Gleichungen (4.) liefert/?^ lineare homogene Gleichungen 
für die p^ unbekannten Grössen Cai, 6^29 ... c^p. 

Sind daher die Integrale v bestimmt, wodurch die Grössen w^^ eben- 
falls bestimmt sind, so ist im Allgemeinen die Darstellung jedes Periodicitftts- 
moduls durch t), , «29 • . • f'^ durch die Gleichung (3.) bis auf eine Constante 
gegeben. Die letztere wird mit Hülfe desWerthes, den rj^ oder rj^ mit einer 
bestimmten Potenz von u—a multiplicirt für u = a annimmt. 

Ein ähnliches Verfahren gilt für die Bestimmung der Form der Perio- 
dicitätsmoduln in der Umgebung von u = oc. Man hat zu dem Ende (vergl. 

A. B. 66 No. 3) in der Differentialgleichung (1.) der vorigen Nummer « = -7- 
zu setzen und die Integrale in der Umgebung von <=0 in Betracht zu ziehen. 

15. 

Die wirkliche Bestimmung der Coefficienten der Differentialgleichung, 
welcher die Periodicitätsmoduln genügen, mit Hfilfe der Gleichungen (5.) in 
No. 11 wird jedoch meistentheils umständlicher sein als ein directes Verfahren, 
welches sich unmittelbar an die Gleichung (6.) in No. 8 anschliesst. * 

Es werden nämlich n Grössen ßn-i^ ßn^i'i ••• ßi) bestimmt^ derart 
dass die Gleichung 



wo Fi,x) eine ebenfalls noch unbekannte rationale Function von x bedeutet, 
befriedigt wird. Es sei ß^ die erste der Grössen /5^_i, ßn-2^ ••• /^u? von 
ßn-\ an gerechnet, welche dieser Bestimmung gemäss nicht Null sein darf, 
so ist die Ordnung der Differentialgleichung, welcher die Periodicitätsmoduln 
genügen, genau gleich py und diese Differentialgleichung lautet: 

Zur wirklichen Bestimmung der Grössen ß werden die Differentiationen von 
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y nach u in Gleichung (1.) ausgeführt, dadurch nimmt die linke Seite der- 



2«— l 



selben die Gestalt G{x).(p{x^u) an, wo 6 (o?) eine ganze rationale Function 

von X im Allgemeinen vom Grade m+(» — 1)» bedeutet, in welcher die 
Grössen ßp^i, ßp-^i'i ••• ßn linear enthalten sind und m der Grad von f{x) 
ist. — Die rationale Function F{x) kann nur für die Wurzeln der Gleichung 
q>{Xy fi) = unendlich werden. Es sei daher 



so ergiebt sich: 



Fix) ~ — !:M_ 



Es ist r(x) eine ganze rationale Function, im Allgemeinen vom Grade 
«•+(«— If; dieses ergiebt sich ähnlich wie in No. 10. — Die Vergleichung 
gleich hoher Potenzen von x auf beiden Seiten der Gleichung (3.) liefert 
»4-^(^—1) + 1 lineare homogene Gleichungen ersten Grades zur Bestimmung 
der Verhältnisse der n Grössen ß und der m+(n— 1)^+1 CoefBcienten von r(x). 

16. 

Es werde jetzt der besondere Fall belracfatet, dass f(^x) von u unab- 
htegig und 

WO Ao und Atx, ä^, ... k^^i von u unabhängig sind. 
Es ist alsdann 



wo 



i.3.5...(2a-i) 
2« 



Setzt man daher 



2»— I 



80 ist 

(3.) G ix) = /?._, 0,_ . + /?,_, <T,_, («-«) + /?_3 a._, (a; -«)'+... + /?„ (sc-«)—. 

Nan soll (s. Gl. (1.) vor. No.) 



2m— 1 



(4.) G{x){x-Ü) ' V{x)-irix) = -^mx)M^>*')] 

Jounal Ar MsthemaUk Bd. LXXl. Heft 2. 15 
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sein. Setzt man 

F{x) = r(a?)(a:-fir^-^ 

so geht die rechte Seile über in: 

2i»-l 

(x-u) ' f{x)-i[r\x)<p{x,u)+^rix){ix-u)tfj\x)-{2H-d)yj{x))], 
wo 

daher ist 

(5.) G{x)f{x) = r'{x)(p{x, u)+ ir(ar)[(a:~tt)i/;'(a?)-(2»-3)V^(a?)]. 

Der Grad u der ganzen rationalen Function r{x) wird folgendermassen er- 
mittelt. Wir setzen: 

r{x) = R,,x" + R,x^' + '''-^R^, 

tpix) = Air"+A^"~*H h^., ' 

so erhält man 

wo für a <; A* und a <C » 

(6.) C. = S5{(//-B)ß,A-... + ifia-..iß*}. 
Da 

5o = -(«-2)^, 
so ist 

(7.) C, = R,,A,[^l-^^'\ 
und der Coefficient von R^^^ in C« gleich 

(8.) [a-^-a+l]^o. 

Ist it ungerade, so ist C^ stets von Null verschieden; man darf also fi 
nicht grösser als m wählen. Da aber zur Bestimmung der Grössen ß und der 
Coefficienten von r{x) die durch Vergleichung gleich hoher Potenzen von x 
auf beiden Seiten der Gleichung (5.) herzustellenden m+n Gleichungen zu 
erfüllen sind, so darf auch im Allgemeinen ß nicht kleiner als m gewählt 
werden. 

Ist n gerade, so sind folgende Fälle zu unterscheiden: 

1) m>> 2 ^ ^^ ^^^^ im Allgemeinen /^ = m angenommen werden. 
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2) m= — 2~* ^^ ^^^ wieder iii = m zu nehmen. Allein aus Glei- 
cbnng (7.) folgt alsdann, dass die rechte Seile der Gleichung (5.) vom Grade 
m+M— 2, dass also nach Gleichung (3.) /?u = 0. Es bleiben alsdann noch 
m+n—l Gleichungen für die n— 1 Grössen /?,_i, /?„-2i - - - ßi und die m+i 
Coef&cienten J?,,, jßi, . . . jß^. 

3) m < — 2 — Man nehme .u = — ^ — Es ist alsdann C,=0 (Gl. (7.)). 
Bezeichnet man fi—m mit ^^ so sind in den Gleichungen 

(9.) C2 = 0, C3 = 0, ... Ca = 

nach (8.) die Coefficienten von Ä,, Äj , . . . Rs-i resp. — 4i ? —2^,, . . . — (J— l)-^« 
von Null verschieden, daher geben die Gleichungen (9.) die Grössen Ai, 
jR2) . . . Rs-i durch J?,, ausgedrückt. Es bleibt auf der rechten Seite der 
Gleichung (5.) noch ein Ausdruck des (n + m—i)^^^ Grades, und es sind noch 
m+n Gleichungen zwischen den n Grössen ß und den m + 2 Grössen 72,), 
R^y Aa+M ••• A/i- Man kann daher noch eine Gleichung hinzufflgen, welche 
ansdrflckt, dass der Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung (5.) durch 
X--U theilbar ist, nämlich 

(10.) r{u) = 0, 
woraus sich ergiebt: 

ß^i = 0, d. h. in diesem Falle ist die Differentialgleichung, welcher die 
Periodicitätsmoduln genügen, nicht höherer als (it — 2}^®^ Ordnung. 

Die wirkliche Bestimmung der Grössen ß aus der Gleichung (5.) wird 
am zweckmässigsten folgendermassen ausgeführt. Die Coef&cienten von r(^x) 
werden so bestimmt, dass die rechte Seite der Gleichung (5.) durch f(x)^ und 

im Falle eines geradzahligen n, und zugleich m<i — j—^ ausserdem durch 

X— tf theilbar sei. — Setzt man alsdann die ganze rationale Function von x 

80 ergiebt sich aus den Gleichungen (3.) und (5.) 

(12.) 1.2.3...(i-l).a_./?,_, = i7C'-»)(fi) 

für 1=1, 2, . . . n, wo J7(-*>(aj) die (i-l)*« Ableitung von 77 (a?) nach x 
und n^^^^(x) die Function n'{x) selber bezeichnet. 



15 
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17. 

Es sei k eine der Grössen &i , Äj ^ • • • *i,-i der vorigen Nummer und 
f{x) durch {x — k)^ theilbar, so folgt aus Gleichung (5.) voriger Nummer, dass 

(1.) 1^^^^ = r\x)(p{x,u) + ^rix)[{x^u)rp\x)^i2n^3)tp{x)] 
( = r\x)(p{x,u)+r{x)[-i(p'{x,u) — {n—i)ip{x)] 

den Factor {x--kf enthält, dass also die Gleichungen 

(2.) Ä(A)=0, R^'\k) = 0, . . . Ä^^-'>(*) = 0, 

wo die Ableitungen nach x durch obere Accente bezeichnet sind, erfüllt 
werden müssen. Aus den beiden Gleichungen (1.) und (2.) folgt aber successive: 

(3.) r(*) = 0, r'(Ä) = 0, ... r^^-"'> (*) = 0. 

Es ist also r{x) gleichzeitig mit f(x) durch {x — k)^ theilbar. 
Es sei nunmehr 

(4.) fix) ^ f.{x).x{x), 
wo x{x) nur aus Potenzen von Factoren von v^(x) zusammengesetzt ist, 
fi{x) aber keinen solchen Factor enthält, so ist r{x) durch xip'^) theilbar. 

Setzt man aber 

(5.) r{x) = p(a?)./(a:), 

so verwandelt sich die Function n{x) der vorigen Nummer in 

(6.) i7W »,) -^ 

wobei zu bemerken, dass ^Jy *(p{x,u) eine ganze rationale Function 

von X ist. 

18. 

Ist insbesondere /i (a?) = 1 , so erhält man aus Gleichung (6.) voriger 
Nummer 

(A.) Ist n eine ungerade Zahl, so folgt aus No. 16, dass (f{x) von x 

unabhängig ist. Ist n gerade und m (der Grad von /(a?))^ — 5 — , so ist 

q{x) wiederum von x unabhängig. In beiden Fällen also verwandelt sich die 
Gleichung (1.) in 

wo (>o von X unabhängig. 
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^ 2 

(B.) Ist n gerade und m<C — — , so setze man nach No. 16 

(2) ! ^^^^ "" (^-««)Pi(^) und 
(n(x) = {x-u)n,{x), 
wo 

Es sei 

(4.) |^^^^li^y(^^«)+M^,«)-(»-2)^ 

so ist für a <C /» und a <C ^ 

(5.) C, = !£l[y,-f(v~a + b+l)A]^a-b.i. 
Insbesondere ist yo= |m— (^-^^^|-4o, also 

(6.) C| = (j'ü+yA)ffo = [i'+w--^^^]A*o. 

In unserem Falle geht die Gleichung (5.) in No. 16, wenn man 

(7.) G{x) = {x-u)G,{x) 
setzte in 

(8.) G,[x) = 77,(0?) 

über. Da aber Gi{x) vom Grade n— 2, so darf der Grad von 77, (0?) nicht 
höher als n — 2 sein, demnach muss sein 

oder wenn man — 5 m gleich J setzt, 

(9.) V = (T-l. 
Nun bestimme man die CoefBcienten e durch folgende Gleichungen 

(10.) C2 = 0, C3 = 0, ... Ca = 0: 

Da in diesen Gleichungen die Coefficienten von *i, «2, ... «^«i resp. — --^ui 
— 2-4o, ... — (tf— l)-4o sind, so werden durch dieselben e,, ^^^ ••• *a-i ho- 
mogen durch €ii ausgedrückt. Es wird hierdurch 77, (0:) vom Grade n— 2, wie 
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es sein muss. Die Gleichung (8.) ergiebt alsdann 

(11.) • 1.2.3...(i-2).a_Yi.., = nr'\u) 
für 1 = 2,3,...»^ (s. Gl. (12.) No. 16), da (S^i verschwindet. 

19. 

Ist z. B. n ungerade und /(o?) = 1, so geht die Gleichung (l^) voriger 
Nummer über in: 

(1.) n{x) = Po[i9)'(ar,w)-(n-l)V/(a:)]. 
Nun ist 

demnach 

(2.) n<'-'\u) = ±l^±lv;<*-')(„).p.„ 

also, wenn man setzt: 

(S^ t-2n + 2 _ 

^"^•^ . 2a,-,.1.2...(i-i) - ^— ^ 

nach Gleichung (12.) No. 16 

(4.) ß^, = T_v^^^-*>(ti).eu. 

Für das elliptische Integral ist n gleich 3 zu setzen und 

(5.) tfj{x) = x{x—i). 
Aus Gleichung (4.) folgt 

(6.) /?2 = -2«(fi--l)p,M /3. = -2(2ii-l)po, A, = -te„. 
Daher ist die Differentialgleichung, welcher die Periodicitätsmoduln genügen: 

(7.) 2«(«-l)^ + 2(2«-l)^ + iij = 0. 
Setzt man t« = -y ond ?; = x^^ so verwandelt sich die Gleichung (7.) in die 

X 

von Legendre gefundene Differentialgleichung: 

(7-.) ;,.(1-;,')^ + (l_3;r»)f -X^ = 0. 

Für die hyperelliptischen Integrale erster Gattung ist n = 5, und 

(8.) tpix) = ar(l-x)(l-ra5)(l-u»x). 
Aas Gleichung (4.) ergiebt sich 
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Daher ist die Differentialgleichung der Periodicitätsmoduln: 

(10.) v/(«)-^+ 3.^'(«)-^ + V ¥'Ku)^ + lV^''K«)^ + iS'^n''*Ku)v = 0. 

TransFormirt man diese Differentialgleichung durch die Substitution » = -1-9 
7j =: x^, SO erhält man eine Difi'erentialgleichung fflr 'C, die mit derjenigen über- 
einstimmt, die sich als Resultat der Elimination ergeben wfirde eines Systems 
von vier gleichzeitigen Differentialgleichungen, welches mein Freund Koenigs- 
berger in den Mathematischen Annalen von Clebsch und Neutnann Bd. 1 , Heft 2 
veröffentlicht hat. 

20. 

Es werden jetzt die allgemeineren Voraussetzungen der No. 16 wieder 
aufgenommen. Die Ordnung der Differentialgleichung der PeriodicitAtsmoduln 
wird niedriger als die (»— 1 j^«, wenn IT{x) durch eine Potenz von x—u theilbar 
ist — Es sei daher 

(1.) n{x) = {x^uyn,{x), 

wo Iliix) für x==u nicht mehr verschwindet, so ist auch 

(2.) r{x) = ^,{x){x^uy, 

wo P2{x) fQr x = u nicht mehr verschwindet. Dieses ergiebt sich Ähnlich wie 
In No. 17 fQr eine Potenz von x—k. Es ist alsdann nach No. 16 GL (11.) 
.und No. 17 Gl. (1.) 

f(ßO 
Nach Gl. (12.) in No. 16 ist daher 

(4.) /5..,=/J_, = ...=/9_a = 0, 

während /?«-.;.! von Null verschieden ist. Setzen wir zur Abkflrzung 

» — i— 1 = p, 

so ist die Differentialgleichung* der Periodicitätsmoduln: 

(5-) /^.^ + /5|.-.S^^+- + /^.-^ = 0' 
wo nach Gleichung (12.) in No. 16 
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also 

(6.) a^^,A.2.S...i.ß^^ = 77}'>(tt) 
1=1, 2, . . . p und 

(6-.) ß,.a^=^ n,{u). 

Die Grössen ß sind, abgesehen von einem gemeinsamen Factor, ganze 

rationale Functionen von «. demnach sind die Quotienten ^3^, ^7^9*-*-7 

Pp Pp Pp 

nur für diejenigen Werthe von u unendlich, fflr welche /9p verschwindet, d. h. 
die singulären Punkte der Differentialgleichung (5.) sind sämmtlieh Wurzeln 
der Gleichung 772(fi) = 0. Die unter ihnen befindlichen wesentlich singulftren 
Punkte sind Äi, Atj, ... *„_, . Aus Gleichung (6".) und (3.) folgt: 

(7.) o^.ß^ ^ j^^ 

Ist k eine der Grössen &i, ftj, ... h^i und /(o:). genau durch (a:~Ar7 theil- 
bar, so ist (nach No. 17) t{x\ folglich auch if^{x) genau durch {x'-Kf theilbar. 

Im Allgemeinen wird alsdann l):^^ für fi = & nicht mehr verschwinden, und 

so lange dieses stattfindet, jeder der Ausdrücke ^^{u — k) für u = k nicht 

unendlich sein. 
Nun ist: 

rH\ A~i - ^p g^/^») ^ ^p p 2fi--2A> -5 e;(ti) 2n^2A--4 t^lti) TWl 
^^•-' /?p ^ a^i a^(u) ap_, L2»-2A-3 ft(u) "^ 2n--2Ä~3 vW /"(««) J 

Es ist 

lim^(«-Ar) = T für « = *, 

und so lange ^^ für w = Ar nicht verschwindet, 
(90 /iim?L(!Ö.(^_*) = ^ fflr « = *, 

endlich 

lim?^(«*-&) = l für u = k, 

folglich nach Gleichung (8.) 

f4i\\ V ßp-^ r IN 2p— 2r — 2 a« 2p — 2t — 2 . 

Da ferner 

llni^(ti«^*)2 = für I* = *, I = 1, 2, ... p, 

Pp 



Fuchs ^ die PeriodiciUUsmoduln der hyperellipHschen Integrale. 121 

80 ist die zum singulären Punkte k zugehörige determinirende Fundamental- 
gleichung (s. No. 13 Gl. (2.)) 

r(r-l)(r-2)...(r-p + l)+(p-r-l)r(r-l)...(r-p+2) = 

oder 

(11.) r(r-l)(r-2)...(r-p + 2)(r-T) = 0. 

Die Wurzeln derselben sind 0, 1, 2, ... p — 2, r^ und bilden dem- 
nach eine einzige Gruppe. 

Die zu derselben (A. B. 68 No. 4 und No. 7) gehörige Integralgruppe, 
welche mit e^^ ^2^ ... v^ bezeichnet werden möge, bildet ein Fundamental- 
system der Differentialgleichung (5.). In No. 14 ist gezeigt worden, wie man 
die Periodicitätsmoduln durch dasselbe in der Umgebung von u=k darstellen 
kann. Ebenso haben wir dort angeführt, wie die Darstellung der Periodicitfits- 
moduln in der Umgebung von ti = oo vorzunehmen ist. 



21. 

Zum Schluss wollen wir für den Fall des* elliptischen Integrals 

/* dx 

ft = / . die Integralgruppen, welche den zu den verschiedenen 

*/ yx(x^i)(x—u) 

singulären Punkten gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen ent- 

q|)rechen, und die Darstellung der Periodicitätsmoduln durch dieselben geben. 

Die DiS'erentialgleichung der Periodicitätsmoduln ist (Gl. (7.) No. 19) 

(1.) 2«(«-l)-^+2(2«-l)^+i»? = 0. 

Die beiden singulären Punkte derselben, die zugleich wesentlich sind, 
sind 11 = und »=1. 

Fflr beide ist die determinirende Fundamentalgleichung (Gl. (11.) No. 20, 
wo /? = « — 1 =2 und T = zu setzen ist) 

(2.) r' = 0. 

1) Die Darstellung fflr den singulären Punkt ti = 0. 
Setzt man in die Differentialgleichung (1.) 

n = £üC.u% 

80 ergiebt sich die Relation: 

(3.) (a + l)'e.+, = {a+ifc. 

Jounal fllr IfaÜMmfttik Bd. LX2L Halt 2. 16 
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und hieraus (nach A. B. 66 No. 5 oder B. 68 No. 4 und 7) das Integral 

(4.) t.. = l+^< 2.4.6...2b )^' 
Substituirt man in die Differentialgleichung (1.) 



so ergiebt sich 



(5.) Tj = VoiJ^^idu, 



(6.) So = , ^, > = -- + C.Go(tt), 



WO 



in der Umgebung von u=0 eindeutig, endlich und continuirlicb, also in eine 
Beihe mit ganzen positiven Potenzen von u entwickelbar ist. 

Aus Gleichung (5.) und (6.) ergiebt sich das particulflre Integral der 
Differentialgleichung (1.) 

(7.) e^n = fl)(«).t?üi — tJoilogii, 
wo 

Ho(ji) = 4log2+yGo(fi)rfti 

gesetzt ist, also eine in der Umgebung ti = eindeutige, endliche und con- 
tinuirliche Function darstellt. Nach A. B. 66 No. 2 bilden «ui und Vin ein 
Fundamenlalsystem der Differentialgleichung (1.). — 

Sind unter Beibehaltung der Bezeichnungen der No. 7 die beiden 
Periodicitätsmoduln 

(8.) i?i = (ii,0), % = (0,1), 

so setze man also (vergl. No. 14) 

(% = C2il?ül+C22t?ü2- 

Es ist alsdann nach Gleichung (4.) und (7.) 

f f]!^=, (0, ly = (C2i — C22.27rf)l?üi + C2al?02. 

Es ist aber nach Gleichung (4.) und (4^) in No. 7 

i (0, ly = 2{u, 0)+(0, 1) - (2cH+C2i)rü, + (2c,,+c«)rü2. 
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Ao8 den Gleichungen (10.) und (11.) ergiebt sich durch Vergleicbung der 
Coefficienten von «ui und Vm 



Demnach ist 



C|2 — U, C22 — --7 C|| . 



fji = C|i ©Ol 9 

(12-) ) _ 1 



Um Cii und C21 zu bestimmen, erwAge man, dass 

Darch die Sabstitotion x = tKo erhalt man 

, y'«,(w_i)(«a»— 1) ' 
also für tf = 0, 



J7, = / , . ■ • = —7». 



Da nun «oi für « — gleich Eins wird, so ergiebt die Gleichung (12.) 

(14.) c„ = -n. 
Femer ist 

•jf y»(ir— 1)(« - «) 

wo 

lf ^(«- 1 )(»-!.) ' " tf ^(«-«) 

Es ist aber 

Ä« = llog[i^r=i+t]+<logi. 

und für » = 

M = -fioga. 

4 

Es ist demnach 172— flog n f&r ti = endlich und gleich -;-log3 + 7r. Setzt 

man für 172 den Werth aas Gleichung (12.) mit Rücksicht auf Gleichung (7.) 
und (14.)) so folgt 

Ife— flogtl = C2|«oi— H\n— tlOgtl =» ^i«U|— »i5lo(«)«oi + H>oi logii- flagn. 

16» 
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Letzterer Ausdruck wird für « = gleich C21— tÄ'ü(O) = c2i— 4tlog2. Hieraas 
folgt, dass C2i==7iy so dass die Gleichungen (12.) Obergehen in: 

(15.) !'?»=-"*'•"'_ 

2) Die Darstellung für den singniAren Punkt 11 = 1. 

Man findet auf Ähnliche Weise wie im vorigen Falle ein Fundamental- 
System i?n, ^12* 

■ (»»•) '" = >+#.c-i)'(-^#Ä^)'-("-i)'- 

e„ = fii(t»)i>„+rulog(t»— 1), 
wo 



Ä.(«) = -41.g2+/-ji^rf. 



eine in der Umgebung von ti=l eindeutige, endliche und continuirliche 
Function ist. Setzt man 

SO folgt aus den Gleichungen (16.), dass nach einem Umlaufe um ti = l 

(18 ^ P' "^ ^^' ^^' " (rfii + 27ifrf,2)l?u+rfnt?i2, 

( Iji == (0, 1)' = (d2l + 27IWt2)t?U + 4nt?i2. 

Andererseits ist nach No. 7 Gleichung (3.) und (3^.) 

|(«,0)' = -(ll,0)-2(0,l) = ^( rfu + 2*.)<^n-( rfn + 2£fe)rn, 

'^ I (0, ly = 2{u, 0) + 3(0,l) = (2rfa+3rf,i)ra+(2rfi2+34«)r«, 
Aus den Gleichungen (18.) und (19.) folgt: 

dn = — rfi2^ 



Es ist femer 



(20.) . 



= /^ ' <fa = ^ + H 



WO 

Man findet aber 

B, = m-2Iog(|/ii+l)+log(i«-l) 
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und fflr tf = 1 

At = -21og2. 

Demoach ist 17,— log(«— 1) für « = 1 gleich m— 4Iog2. Andererseits ist 

rii-log(u~i) = diiVn-¥duHiiu)vu + dn9ulog(u-i)-log(u-l)', 
es folgt mithin, da rn fOr » =s 1 gleich Eins wird, 

(21.) rf., = 1, 
d„+fli(0) = rfH-41og2 = 7ri-4Iog2, also 

(22.) rfu = ni. 
Es ist also nach den Gleichungen (17.), (20.), (21.), (22.) 

(23.) P' = «•«'"+«'«» 

{ TJ2 = — ^TliVii — f>i2. 

3) Die Darstellung in der Umgebung von u = oo. 

Man substituire in die Differentialgleichung (1.) 

80 erhalt man 

(24.) 2^(l-0$-2«*§+i»? = 0. 

Die zu < = gehörige determinirende Fundamentalgleichung ist: 

r(r-l) + i = 
oder 

(25.) (r^iY = 0. 

Seist man in die Differentialgleichung 

so ergiebt sich 

(26.) e,+, = (-|^)e.. 

ffieraus ergiebt sich (A. B. 66 No. 5) das Integral «odi der Differentialgleichung (1.) 

(3T.) ... = (l)'[,+J,(li|-^)-(i)']. 

Sobstitairt man in die Differentialgleichung (24.) 

wo in e.i in Gleichung (27.) — durch t ersetzt ist, so findet sich 



^^®-^ ^ = DilCl-O' 
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wo C von t unabhängig ist. — Setzt man 

so ist H^ (u) eine in der Umgebung von 1 = 0, d. b von u=oc eindeutige, 
continuirliche und endlicbe Functioo, und es ergiebt ach als ein zweites par- 
ticuläres Integral der Differentialgleidiung (1.) 

(29.) «,2 = «,,£t(«)-««iiogf». 
Da r^i und e«? ein Fundamentalsystem bilden, so setze man 

Aus den Gleichungen (27.) und (29.) folgt, dass nach einem Umlaufe von ti um oo 

«% = -(«ii+^-2m)«,,-eBe,,. 

Andererseits folgt aus No. 7 Gl. (5^) und (6.) 

j i7i = 217,-17, = (— en + 2en)««i+(— «i2+2e22) e.,, 
(32.) J , 

(172=— »72 =-"^l««l— ^«xl- 

Aus den Gleichungen (31.) und (32.) ergiebt »cb 



(33.) 



Nun ist 



"^^ / i^«(«-i)(«-«) / y«(«-i)(ü-o ' 

wie sich aus den Substitutionen x=^mu und v = y ergiebt 
Setzt man 

wo 

80 ergiebt sich 

Ä. = 2ilog[)^l~l+i']-«log<, 

und fflr <sO 

A, = 2tlog2. 

Es ist deomacb f7ir~*+tlogl f&r 1 = ^eich — n + 4<log2. 
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Andererseils ist nach den Gleichungen (29.) und (30.) 
tl^r^+ilogt = [6u + ei2Äao(tt)]€>ooi.<"*-e,a«"*.r«ilog(ti) + tlog<, 

also ist 

(34.) ea = -i, 
und fBLT t^O 

Tl.r^ + ilogt = e„-iÄ« (oo) = cn +4tlog2, 
«Iso 

(35.) eil = — 71. 

Aus den Gleichungen (30.)^ (33.), (34.), (35.) folgt: 

(36.) h^=-^^--'^-; 

Wir bemerken noch, da die Substitutionen 

1 



**" ■ "' 



« = -rr, x = » 



das Integral / , — in 2k/ , . , . = überfahrt, so ist, 



wenn 



gesetst wird. 



(37.) Ä'=— -5T-i72 = -oir<'«n 



2Jk '" 2* 

also 

(38.) ff = ""•2jp^«>2- 

Die beiden letzteren Formeln enthalten die bekannten Reihenentwickelungen 
fbr ÜT und K\ 

Greifswald, den 10. Juli 1869. 
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lieber eine rationale Verbindung der Periodieitftts- 
moduln der hyperelliptischen Integrale. 

(Von Herrn L. Fuchs in Greifswald.) 



IJie von Legendre entdeckte Relation zwischen den PeriodicitStsmodaln 
der elliptischen Integrale erster ond zweiter Gattung (Traite des fonct. eil. 
T. I, eh. XII) besagt, dass eine gewisse rationale Yerbindong derselben den 

Werth -^ hat. Von diesem Werthe abgesehen, lehrt die Legendresche Re- 
lation, dass diese Verbindang von dem Modal unabhängig ist. — Stellt man 
sich nun allgemein die Aufgabe, solche rationale Verbindungen der Periodik 
citätsmoduln der zur Gleichung $^ = q> (x) gehörigen h)7)erelliptischen Integrale 
erster und zweiter Gattung zu bestimmen, die von den Wurzeln der Gleichung 
^ (x) = unabhängig sind, so lässt die Legendresche Relation Verallgemeine- 
rungen verschiedener Art zu. Es giebt aber unter diesen nur eine, welche den 
besonderen Zweck erfüllt, für die Darstellung der hyperelliptischen Functionen 
genau dieselbe Anwendung zu erlauben, wie die Legendresche bei den ellipti- 
schen Functionen, nämlich das von Herrn Weierstrass für die Integrale n^^ Ord- 
nung aufgestellte System von 2ii^— n Relationen (Programm des Braunsberger 
Gymnasiums Jahr 1848— 49, und Bd. 47, pag. 302 dieses Journals). Sieht man 
aber von diesem Zwecke ab, so ist auch die von Haedenkamp (Bd. 22, p.l48ff. 
dieses Journals) nach Andeutungen Jacobis entwickelte Relation bemerkens- 
werth, besonders wenn man die dabei auftretende Verbindung der Periodicitäts- 
moduln in Form einer Determinante darstellt. Allein die Entwickelung von 
Haedenkamp leidet, abgesehen von einigen darin enthaltenen Irrthümem, an 
dem Mangel , dass sie nicht für complexe Wurzeln der Gleichung (p{x)=^0 
und föc complexe Integrationswege gältig bleibt. — Bei meinen Untersuchungen 
aber die Differentialgleichungen, welchen die Periodicitätsmoduln der Abelschen 
Integrale genfigen, bfn ich naturgemäss zur Aufsuchung solcher Verbindungen 
der Periodicitätsmoduln geführt worden, deren Werth von den Wurzeln der 
Gleichung (p{x) = unabhängig ist, und habe dabei unter anderem einen De- 
terminantenausdruck erhalten, welchen ich im Wesentlichen mit dem in der 
Haedenkampschen Abhandlung pag. 187 Gleichung (10.) beindlichen vielfachen 
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Integral übereinstimmend fand. Ich glaube, dass die betreffenden Entwicke- 
Inngen nicht bloss deshalb von Interesse .sind, weil sie zn der angegebenen 
Relation ohne jede Beschränkung führen und eine bemerkenswerthe Anwendung 
dieser Differentialgleichungen enthalten, sondern auch weil dadurch diese sonst 
vereinzelt dastehende Relation mit der Theorie der Periodicitätsmoduln in Ver- 
bindung gebracht und der obige Gesichtspunkt ffir die Verallgemeinerung der 
Legendresc}ien Relation erläutert wird. 

1. 
Es sei 

(p{x) = (o? — w)(a:— Ari)(a:— Ä2)...(a? — Ä^i), 

wo Atji, 62, . . . h^i von u unabhängige und von einander verschiedene Grössen 
sind, und es werde 



und 









gesetzt. Die Periodicitätsmoduln des Integrals /^fila: seien wie in No. 2 der 
vorangehenden Abhandlung definirt, und zwar werden die zwischen den 
Grenzen u und Ati, ki und &2, 62 und Atj, ... Ar^, und Ar^, genommenen In- 
tegrale resp. mit 771, 772, ... rjn-i bezeichnet. 

Die Differentialgleichung, welcher dieselben als Functionen von u ge- 
nügen, sei 

80 ist, wenn man setzt: 

(2.) nix) = i(>[3(a?-ii)v/(a:)-(2ii-3)V/(a:)], 

wo mit Q eine von x unabhängige Grösse und mit y/{x) die Ableitung von 
yfix) nach x bezeichnet ist, und 

(3.) a, = gj — ■—, 

udi No. 18 GL (1°.) und No. 16 61. (12.) der vorangehenden Abhandlang 

'^ fl.2.3...(»-l)(;^/9^ = /7(*-«(i») für t = 2,3,...«. 



wo n^'^%x) üe (t— 1)^ Ablettong von IHx) nach x ist. Diese Gleicbnngen 

ioamal für Mathenatik Bd. LXXL H«ft 3. 17 
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(5.) 



0^2ßn-2 = 

1.2.ff,_,/9,_, = — 



2n-3 
2 

2n-6 
2 

2n-9 



v(«).p. 



1.2...(«-l)au/9„ = — H?^v'^— )(«).p. 



wo die Ableitungen von ipix) durch obere Indices angedeutet sind. 
Setzt man 

and die Determinante: 



«(»-») «(»-3) 



IJJ 



(—2) „f— J) 



»?? 



»?£-t' »?i!:i'^ 



»71 
Vi 

V»-i 



= -^^ 



80 ist, da die Differentialgleichung f&r die Perioden in unserem Falle nicht 
niedrigerer Ordnung als der (n— iy«° sein kann (s. d. vor. Abb. No. 15 u. 18), 
J von Null verschieden, daher fahrt die Gleichung 

d\ogJ ß. 



»•— j 



du ~ /J^i 
nach den Gleichungen (5.) zu der folgenden: 

C 



(6.) 



J = 



WO C eine von Null verschiedene von u unabhängige Grösse ist. — 



2. 



-^ = ai{x-u)~ ' v(«)*- 



M-I 



Es ist 

(1.) 
Setzt man andererseits 

so lässt sich (s. d. vorangehende Abb. No. 11) Px{x) als ganze ratio- 
nale Function von x derart bestimmen, dass fi {x) eine ganze rationale Function 
höchstens vom Grade n^2 wird. Aus Gleichung (1.) und (2.) folgt: 

(3.) a,y;{x)=ri(x)ix--uy+rM<p{x)+^rx{x)^^^ 
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WO 

I 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich leicht, dass rx {x) höchstens vom Grade 1—1 
ist. Es sei daher 

(4.) r,{x) = ilya.(a:-.|i)% 

so lassen sich die Coefficienten yx^^ ohne Kenntniss der Function ^(a:) be- 
stimmen, wenn man in die Gleichung (3.) und ihre X— 1 ersten Ableitungen 
x = u substituirt. Insbesondere ist 

(5.) r^ = —^^' 

Ferner ergiebt die Vergleichung der Coefficienten der höchsten Polens von 
X in der aas 

(!".) y = r«(a')y(a?)-»+-^[r«(ar)9>(aj)»] 

folgenden Gleichung 

(3".) tpix) = ro(.x)+rUx)q>(x)+^roix)q>'{x): 

2 



(5-.) ro(a5) = 



n 



Ist rx{x) bestimmt, alsdann ergiebt sich aus den Gleichungen (3.) und (3^) 

für a=l, 3, ... n~l, wodurch /"^Co:) ebenfalls bekannt ist. Für unseren Zweck 
ist jedoch die vollständige Bestimmung nicht nöthig. 

3. 

Bezeichnet man die zu den Integrationsgrenzen u und &i, ki und fts, 
i^ und ifc), . . . Ar^2 lu^d &^i gehörigen Periodicitätsmoduln des Integrals 

- ,—rrr resp. mit 17,1, »7,2» Vau • • • »?«»-i» und setzt 

(1.) /iCx) = i./i,a», 

80 folgt ans den Gleichongen (1.) und (1".) voriger Nnmmer nach der vor- 
angehenden Abh. No. 4 and 8, dass fftr jedes X : 

flUr B = 1, 3, . • • n— !• 

17* 
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Setzt man daher die Determinante 

/»— 20 * /«— 2i • • • fn^ln—l 
/»—au /»-3i • • • ln~-Zn-2 



/üü fi} 



und die Determinante 



^01 ^02 

^11 Vi2 



• • • /un— 2 



= F 



• • • 



nin^i 



Vn—1 1 ^1»— 2 2 

SO folgt aus Gleichung (2.): 

(3.) 
Setzt man 



= H, 



»?«-J n-l 



J = F.Ä 



(4.) -?^=V.(^) = ^»Vaa^, 



a? — ft 



80 folgt aus der Gleichung: 



oder nach Gleichung (6.) in vorigör Nummer 



Bezeichnet man 



und die Determinante 



(5.) /i, = -i^.^^^f^v- 



r,— 21 ^•—2 2 • ' • ^1»— 2»— l 



^»-31 ^»-32 



^«-3»— 1 



Ol 



die Determinante 



V20 



^02 
V21 



. . . fo»— l 



mit ß, 



• • 



Vi«-« 



mit ¥; 



V— lü V— 11 



• * • 



V»-iii-j 
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80 ergiebt die Gleichung (5.): 

(6.) F= (-i)-'ß.y. 
Setzt man 

SO liefert eine einfache Transformation die Gleichung 

r^i. /^, ... yir," 



iß = 



,(') 



yl^I, . . . y; 



(•-1) 






/ / • • • 

Es ist nun sofort zu sehen, dass ÄV'W"^ gleich y»-.2üyii-3ü« • -^009 ^^ dem 
Producte der Differenzen der Grössen k^—u, fe— «, . . . *^, — «1, oder der 
Grössen &i, ftj, . . . &^i. Das Quadrat des letzteren Productes ist aber 
(-l)*<-*>^-'>V/'(&i).v/'(Ä2)...v/'(*«-i). Es ist demnach 



(7.) v/(«r^iB = y_2».y.-3u...7üu.]/(-l)*^--^^^'^'^V''(&,).V/'(&2)...V^^^^ 

folglich nach den Gleichungen (5.) und (5".) voriger Nummer tp{u)'^^R von 
u unabhängig. Aus der Gleichung (6.) in No. 1 folgt, dass auch 

•^, und weil V von u unabhängig ist, ebenfalls 

-^, d. h. H von u unabhängig. 

Da aber H^ in Bezug auf die Wurzeln der Gleichung <p(x)=^0 symmetrisch 
ist, so ergiebt sich, dcus H überhaupt von den Wurzeln dieser Gleichung un- 
abhängig ist. 

Die Determinante H ist diejenige, in welche sich das vielfache Integral 
in der Abhandlung von Haedenkamp Gleichung (10.) S. 187 umformen lässt. 



4. . 

Da die Determinante H die Eigenschaft besitzt, von den Wurzeln der 
Gleichung q){x) = unabhängig zu sein, so können wir zur Bestimmung der- 
selben für (p{x) eine beliebige ganze rationale Function n^'" Grades mit unr- 
glichen Linearfactoren wählen. 

Am zweckmässigsten scheint es zu sein, 

(1.) (p{x) = a:*-l 
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ZQ nehmen. Ist o eine primitive Wnrzel der Gleichung 

(2.) a^ = 1, 
so kann man setzen 



(3.) »7rt =y 



a»-i 



V«"— i 



für 6 = 1,2,...«— 1. 

Nun ist 



(4-) / 






= ct^*"*>(«+*> 






wie sich durch die Substitution von a^^x fär x ergiebt. Ferner ist 

wie aus der Substitution von xa für x folgt 
Demnach ist 



wo 



d = 



> 


XX — ^ 


V . j 


a 




4 


H i<^-i 


1 


a 


«» 








„C-»).! 


1 


«' 


«♦ 








„(-»).« 


1 


o» 


a» 








jj(«-2).3 


• 
• 
• 


• 
• 
• 


• 
• 
• 








• 
• 
• 


1 


o-' 


«»(-« 






^C»-2).(»-|) 



und das Product 11 sich auf alle Werthe von a von bis n— 2 bezieht. — 

a 

Es ergiebt sich leicht daraus, dass o gleich dem Product der Differenzen der 

^ \ 

Wurzeln der Gleichung ^_| = ist, dass 



für ein ungerades n 



(7.) d 



iZ- 



1) ' .«-», 



fBr ein gerades » 



(7-.) 



9 = /(-l)^.«-'. 



Femer ist bekanntlich 



(8.) iI(«-+'-l) = (-1)-^«, 
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endlich (s. Legendre Traite des fonct. eil. T. II, Ch. II, öq. (s)) 

in 
^^•^ J i^^^iJ >/ir=l n n-2b ' 

und wenn n gerade nnd B = -2-9 ^^ ^ 

« 

Demnach ist 

für ein ungerades n 

. n ^2« ^ n— 1 « 

r>i _«j •-» ,« "-» cote — -cotg •••cotg— 5 — 

•/ yj^iniT ~ "^ *'' '\TJ ' (n-2)(n-4)...3.1 ' 

fflr ein gerades n 

. n ^ 2« . 11—2 « 
/>■ _aj "+• ^ »-i cotg — cotg — —cote — =— • — ^ 

U 1/5^=1 ~ ^^ ^ \n) ' (n-2)(n-4)...2 'n' 

oder 

fflr ein ungerades n 

/2«\T^' JL 

(10-) n T'^^ = ^ " ^ ' ^" 
*■*"•'' Vy y^ni (n-2)(n-4)...3.1 » 

für ein gerades n 

(iO^i T1 r ^^ - ^n/ ' n 

^ -* ••{ )^:^:=1 ~ (n-2Xn-4)...2 

Aus den Gleichungen (6.), (7.), (8.), (10.), (10".) folgt 
fflr ein ungerades n 

(11) Ä = (-l)=i-'(2>r)'^ 
v"'-' " (n-2)(»-4)...3.1 ' 

fflr ein gerades n 



« * 1 



rii« >i j7 - (-1)^(211)^ .f» ^^. 



*) In der mehrfach angeführten Oleichnng (10.) Seite 187 der J7ae(i6fiJkampBchen 
Arbeit ist in dem vielfachen Integrale der durch die Transformation eingeführte Factor 

Äj^zr weggelassen, nnd auf die imaginären Werthe, welche die Einzelintegrale inner- 
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Für » = 3 ergiebt sich 

Diese Gleichung stimmt mit der Le^endreschen flberein. Denn nimmt man 

<p{x) = aj(a?— l)(x— m), 
so ist die Gleichung (/.) gleichbedeutend mit: 



(/'.) 



/t die /"' dx 

/* xdx /*" xdx 
>^9(^ 4 ivip) 



= 2m. 



Setzt man 






/-^.., /^*ö.... 



SO geht die Gleichung (f.) über in 



(r.) Kj'-^K'j = y, 



welches die Ze^enc/resche Relation ist. 



halb der angegebenen Grenzeni selbst wenn diese reell sind, annehmen können, nicht 
Rücksicht genommen worden. Daher ist auch der daraus gefeierte auf derselben 
Seite befindliche Werth des Doppelintegrals , (Ür n = 3 , nicht nchtig, derselbe ist 
vielmehr; wie im Texte oben angegeben; gleich 2fiy— 1. 

Greifswald, den 13. August 1869. 
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Ueber quadratische, trigonale und bitrigonale 

Reste. 

(Von Herrn Stern in Göttingen.) 



Xm 69"^^^ Bande pag. 370 dieses Journals habe ich einige Eigenschaften 
der Zahlen erörtert, welche ich trigonale und bitrigonale Reste genannt habe. 
Trigonale Reste und bitrigonale Reste sind die Zahlen, >\elche man erhält, 

wenn man bezüglich in -^^ — - oder in x{x+i) allmählich statt x die Zahlen 

1, 2, ... ^ substituirt, wo p eine Primzahl bedeutet und die kleinsten 

positiven Reste der so entstehenden Zahlen nach dem Modul p nimmt. Im 
Folgenden sollen weitere Eigenschaften dieser Reste erörtert werden. Ich 
werde aber zunächst eine Anzahl Sätze zusammenstellen, welche sich auf 
quadratische Reste beziehen, und von welchen ich später Gebrauch machen 
werde. Im nächstfolgenden Paragraphen sollen daher unter Resten und Nicht- 
resten ausschliesslich quadratische verstanden werden. 

1. 
a) Ist p eine Primzahl, und bezeichnet man durch r' und n bezüglich 
die Reste und Nichtreste, welche zwischen und ^ liegen, und durch R' 

und N' bezüglich die Reste und Nichtreste, welche zwischen und ^ liegen, 

p 3 

90 ist r' =^n' =^ ^ ^ , wenn p = 8q+S; ist dagegen p = 8^ + 7 , so ist 

r'— ii' = iB'— A^', d. h. es liegen zwischen -|- und -|- soviel Reste als Nicht- 
reste; und hieraus folgt dann unmittelbar, dass zwischen ^ und -j- ebenso- 
viel Reste liegen als zwischen -^ und -|-* 

Diese Sätze hat schon Herr Lebesgue (Journ. de Mathem. T. 7) be- 
wiesen, man kann sie aber viel einfacher ableiten*). Ist nämlich p = 89+3. 



*) wie dies inzwischen auch Herr Götting in diesem Journale Bd. 70, p. 363 ge- 
than hat. Anm. d. Verf., Oetober 1869. 

JoiiniAl far Mathematik Bd. LXXI. Heft 2. 18 
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also 2 ein Nichtrest, so liegen zwischen und p ebensoviel gercide Nichtreste 
als Reste zwischen und -|-, d. h. als Nichtreste zwischen -|- und p. Zieht 

man auf beiden Seiten die geraden Nichtreste zwischen ^ und p ab, so folgt, 
dass zwischen und ^ ebensoviel gerctde Nichtreste liegen als ungerade 
Nichtreste zwischen --- und p, d. h. als gerade Reste zwischen und -^ oder, 
was dasselbe sagt, zwischen und -j- liegen ebensoviel Reste als Nichtreste. 
Ist p = 8^+7, so liegen zwischen und -|- ebensoviel ungerade Nicht- 
reste als gerotde Reste zwischen -^ und p^ zugleich liegen, da 2 ein Rest ist, 
zwischen und p soviel gerade Nichtreste als Nichtreste zwischen und -y • 
Zieht man beiderseits die geraden Nichtreste zwischen und -|- ab, so folgt, dass 
zwischen -^ und p soviel gerade Nichtreste liegen als ung&rade Nichtreste 
zwischen und -^* Zwischen y und p liegen also ebensoviel gerade Reste als 

gerade Nichtreste, d. h. zwischen -^ und -^ liegen soviel Reste als Nichtreste. 

Man kann an den letzteren Fall noch folgende Remerkung knüpfen. 
Da zwischen und — soviel ungerade Nichtreste liegen als gerade Nicht- 
reste zwischen ^ ""^ P^ ^- ^- ^^^ Nichtreste zwischen -^ und -|-, so folgt, 
wenn man auf beiden Seiten die ungeraden Nichtreste zwischen -j- und -y 
abzieht, dass zwischen und -— ebensoviel ungerade Nichtreste liegen als 
gerade Nichtreste zwischen -~ und -|-, d. h. als Nichtreste zwischen -^ und 
-^- Geht man so weiter, so findet man allgemein, dass zwischen und -^ 
ebensoviel ungerade Nichtreste liegen als Nichtreste zwischen ^^ und ^ • 
Ebenso findet man, dass zwischen und -^ ebensoviel ungerade Reste liegen 

als Reste zwischen ^j^ und ~* Und da der Reweis nur darauf beruht, dass 

2 ein Rest ist, dagegen es gleichgültig ist, ob —1 ein Rest oder Nichtrest ist, 
so gilt dieser Satz auch, wenn ^ = 8^+1. Man sieht leicht, dass dieser Satz 
sich noch verallgemeinern lässt. Ist nämlich q<ip and q ein Rest von p^ 
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SO liegen zw ischen und -^ ebensoviel nicht durch q Iheilbare Reste als Reste 

zwischen -^pr und — , und ebenso ist es bei den Nichtresten. 

Ist p = An+i^ so ist, wie schon Dirichlet bewiesen hat, (Bd. 18, p.270 

dieses Journals) 

r ^ n 

oder, da n! = n'-ry 2r'>>« und daher r'> ^ - 

Ist p = 4»+3, so folgt aus Dirichlets Formeln (a. a. 0. p. 265) 

Ä' > N\ 
Ist mithin p = 8^+7, so ist auch wieder r'>w' oder 2r'>>»,- ist aber 
p = 8^+3, also, wie oben gezeigt wurde, r' = n'y so ist 2r' = n. 

Es folgt hieraus, dass in keinem Falle 2r' — n negatw ist. 

6) Man bezeichne durch (fi, 629 Gs^ G^ bezäglich die Anzahl der 

geraden Reste zwischen und -^, -j- und -|-, -|- und -j-, -j- und/?^ durch 

C/i, 1/2, C/3, C/4 bezfiglich die Anzahl der ungeraden Reste zwischen diesen 
Grenzen, durch ^i, 92? g^t g% bezüglich die Anzahl der geraden Nichtreste 
und durch tii , e^ , tb 9 ^4 bezfiglich die Anzahl der ungeraden Nichtreste zwischen 
diesen Grenzen. Ist p = 4i» + l, so hat man 

Gi+G2+t/l+Ü2 = ^, 

«Iso ^i+g'2 = £^^1 + ^/2; ebenso findet man 61 + 62 = «1 + «2. 

Ist nun ^9 = 894-!^ so ist die Anzahl der geraden Reste und der 

geraden Nichtreste zwischen und ^ bezüglich gleich der Anzahl der Reste 
and der Nichtreste zwischen und -|-, d. h. 

61+62 = 61 + 1^1; 5^1+5^2 = fl^i + ttn 

mithin 

62=1/1; 0^2 = Wl- 

Nun folgt aus DiWcÄfete Untersuchungen (a. a. 0. p.267), dass 6i+£^i>g'i+tii, 
wena /i = 4i»+l, also auch 61 + 62 > 3^1+3^2^ d. h. 

6i+62>l/i + l/2, 

68, giebt also, wenn p = 8«+l, zwischen und y mehr gerade als ungerade 

RMte, ngleich folgt Gi>V2. 

18* 



140 Stern, über quadratische, trigouale und bitrigonale Reste. 

Ist p = 8q+5^ so ist die Anzahl der geraden Reste und der geraden 
Nichtreste, die zwischen und y liegen, bezüglich gleich der Anzahl der 

Nichtreste und der Anzahl der Reste zwischen und 4-<i also 

G, + G, = gr,+tii =u,+ur, g, + g2 = G^ + U, = U^ + U^, 

mithin folgt aus Gj + £^i > fi'i + «i 9 dass in diesem Falle Gi + f/| > 6, + 62 
oder I7i+ £/2>> Gi+Gi, d. h. wenn p = 8q + b^ so giebt es zwischen und 

-y mehr ungerade als gerade Reste. Zugleich folgt 

1/2 = 0,; U2 = gi'i mithin l/i>Ö2. 
c) Je nachdem p = 8q-\'l oder 8q+b^ liegen aber auch zwischen 
und -j- mehr gerade als ungerade oder mehr ungerade als gerade Reste. Be- 
zeichnet man nämlich durch A und B bezäglich die Anzahl der Reste und 
Nichtreste zwischen und ^ und durch A' und B' die Anzahl der Reste und 

Nichtreste zwischen -^ und -^, so mnss nach Dnichlet (a. a. 0. p. 268) 
A—B—Ä + B^ eine positive Grösse sein. Ist nun p = 8q+i^ so ist 

A = G,; B = gr, Ä = G,, B' = g,, 

also 

Es ist aber ^4 = u^ und 64= l/, , mithin 

G, + Ui>gi + U^. 
Addirt man in diesem Ausdrucke auf beiden Seiten G, + Ui^ so hat man 

2G, + f^« + w, >2l^,-f^, + G|. Nun ist l^, + tii = Gi+^i =^^, also G.>l^i, 

und da G2 = l/i, so folgt zugleich Gi>>G2, d. h. wenn p=:8q+i^ so liegen 
zwischen und -^ mehr Reste als zwischen -^ und -^- Ist p = 89 + 5, so 
ist A = gi'^ Ä = ö, ; Ai= g^] J?, = G4, also 

oder 

hieraus findet man wieder 

2U, + g, + Q,>2G, + U,+u,. 

In diesem Falle ist aber gi+Gi = ^T , also «i+üi = ^^ , mithin gi+Oi<ji$i+Üt 
und daher C/i >> Gi. Aus 02 = Gi folgt sogleich C/ii >* CT,, also aiidi G4>><%, 
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V 

d. h. wenn p = 8gf + 5, so sind zwischen -— und ~ mehr Nichtreste enthalten 
als zwischen -^ und -^• 

d) Ist ^ = 89 + 3, also die Anzahl aller Reste 4^+1, so ist die An- 
zahl der Reste zwischen und -^ und -^ und p der Anzahl der Reste und 

Nichtreste zwischen und -^ gleich^ d. h. =i2q, die Anzahl der Reste zwischen 

-^ und -~ ist also 2q-\-\. Drf nun, wie oben gezeigt wurde, r* =^n\ d. h. 

zwischen und ^ sowohl q Reste als q Nichtreste liegen, so folgt, dass 

auch zwischen -^ und p sowohl q Reste als q Nichtreste enthalten sind. Auch 
versteht es sich von selbst, dass die Anzahl der Reste und Nichtreste zwischen 
-j und -^ bezOglich der Anzahl der Nichtreste und Reste zwischen -^ und 

-^ gleich ist. 

Rezeichnet man nun die Anzahl der Reste zwischen und -|-, ^ und 

-J, ^ und i, ^ und \ bezüglich durch ä|-, ä-^, ä^, ä|- und 

ebenso die Nichtreste durch iV-|, iV-|., iV^, iV|., so ist G,+f;, = Ä^+Ä|., 

aber 1/2 = 5^3 = Ä-^ 9 also G2 = R^\ ferner U^ = g2—R^\ ebenso 6^2= ^^-r-, 

dso ^-|- = Äy und 63= iV-^, also Ö2+ «73 = C2+fl'2 = 5^; 03+14= 03+0^3= ^f+l 
und 

Nun ist nach Dirichlet (a. a. 0. p. 268) Ä|. + R^>iV^+iV^, also 
Ü2 + Ü3 > Ö2 + G3 . Man Ijat daher 

Ü2+t4 = »2+ «3+*, 
Ü3-Ü, == G3-Ö,-l, 

also Ü2= G2+ 2 ^ '^^'^ 6^3+ T , wo k dieHftlfte der Anzahl der Formen 



mit dem Determinanten —2p bedeutet und Ui^Gi^ Ui^^G^. Auch ist 

G2+Ü2+Gi + Ui = 2q+i, mithin 

t/2+ü, = 9+^; C2+ff, = «f-^- 
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Ferner ist 61 + 62 = N^ + N-^ =^q; U1+U2 der Anzahl der geraden Nicht- 
reste zwischen y und p gleich, d. h. =Ä-^+ß-|- = 62+^2^ also Ui=G2=N^^ 
aber Gi+Ui = q = R^ + N^, mithin G, =ä|-, nun ist auch ö| = iV|-, 
also iV-|^ = Ä-|-, und da ä|- +iV|- = 9 = ä|.+ iv|-, so ist auch fi|-=iV-|-. 
Auch ist 1/1 = 0^4 = ^1- = Ä-|-, und da auch Ä|-+iV-|- = 9, so folgt iV|- = 
iV-^- Also auch ff^ = iV-|- == N^ and ü^ = gr, = Ä-|-- Man hat demnach 

Da 1/2 > 62 9 so ist mithin Ä-^ > Ä-|-, d.h. wenn p= 89+3, so liegen zwischen 

-§- und -~ immer mehr Reste als zwischen und -§-• 

e) Ist p = Sq+7^ so beweist man wie im vorhergehenden Falle, dass 
die Anzahl der Reste zwischen und ^ und zwischen -^ und p der Anzahl 

der Reste und Nichtreste zwischen und -|- gleich ist, also =29+1, die 

Anzahl der Reste zwischen -^ und -£■ ist also =29+2. Da nun in diesem 

Falle zwischen -^ und -^ Sfl^^^h viel Reste und Nichtreste liegen, so folgt, 

dass zwischen -|- und -^ ebensoviel Reste liegen als zwischen -|- und -|- 
und auch ebensoviel Nichtreste, also von jeder Gattung q+i. Man hat femer 
I/, = ffi = iV^, U, = g,=.N^^ G2 = Ä-|-, Ö3 = Ä^. Demnach G,+ V,^ 
gf 4 1, WH- 1/2 = fl'+l , aber auch G2+ Ü2 = q+1 = G3+ üj, also G2 = G3 und 
Vs^V,, mithin ä|. = ä^ und iV|. = iV^. Femer ö, = ä|-, l/| = ^4= 

yv|-, Ö4 = ä|- Nun ist 
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zugleich 



ä|+ä| = N^+N^, 



also Ä^ = iV|-, iV^ = R^, mithin U, = R^ = G, und G, = AT^ = t/„ 
ferner I/4 = o, == iV -§- ■ Man hat demnach 

g, = ä|-, i^, = Äf, 

Aus Dirichlets Satz, dass Ä^+Ä^>iV-J.+iV^, folgt also hier Ä|.>iv|., 
d. h. G,>U,; G,>U,. Demnach G, = (?3>^; t/2=f^3<^- 



2. 

Man bezeichne durch ^a und ^6 bezüglich die Summe der quadratischen 
Reste und der quadratischen Nichtreste, durch 2a und JSß fiezüglich die Summe 
der bitrigonalen Reste und Nichtreste, durch ^/ und JSS bezüglich die Summe 
der trigonalen Reste und Nichtreste. Es ist also 2a+2b=JSa+JSß = 2^+2:0. 

Man kann -Sa finden, indem man in (-^-^ ^)( 2^ ^/ ^1'™^'*''^'* statt a; 

die Werthe 0, 1, ... ^^ ^^^^ ^^^^ ®9 ^-j • • • o ^®*''* "°^ ^^® Summe 
der kleinsten positiven Reste der so entstehenden Zahlen nach dem Modul p 
nimmt. Auf dieselbe Weise findet man JSa, indem man diese Werthe in x^ 
»ibstituirt. Rezeichnet man durch W[h] den kleinsten positiven Rest der Zahl 
h nach dem Modul p und durch 2:W[h] die Summe aller dieser Reste, welche 

zu den Werthen A = 0, 1 , ... ^ gehören, so ist demnach 

;.. = ^|y[(£^-.)(41-,)] 

und 

2a = SWlx'l 
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Da 

und daher 

SO werden hier zwei Fälle zu unterscheiden sein, je nachdem p = 4n + i oder 

Islp = 4«+1, so ist fcl=pfi + n, also »y[^^+a:'] = fV[a:'+«]. 

Ist nun W[x'']<Sn+i, so ist mithin W[x^+n]== W[x'] + n, ist da- 
gegen W[x^] eine Zahl aus der Reihe 3i»+l, ... 4», so ist W[x^'\-n] = 
W[x'] + n'-p. 

Bezeichnet man daher die Anzahl der quadratischen Reste, welche in 
der Reihe Sn+i^ . . . 4n oder, was dasselbe sagt, in der Reihe 1, 2, ... n 
vorkommen, wie in §. 1, durch r\ so ist 

(1.) -Sa = ^a+^^^n-rp 

und 

(2.) 2Sa = 2^a+n-p{2r'-n), 

Ist dagegen p = 4«+3, so ist ^^ =p<i-f 3»+2, also Fr[^-=^ + a:'] = 

W[x''+Sn+2l und dieses ist = W[x'']'\-3n+2 oder W^[x'] + 3«+2-p, je 
nachdem W[x^] eine der Zahlen 1, 2, ... n oder eine der Zahlen w+1, . . . 4w+2 
ist. Unter diesen letzteren Zahlen kommen aber 2n+i—r' quadratische Reste 
vor, mithin ist hier 

(3.) -Ta = ^ö+-^(3ii+2)-(2iH-l-r')p 

und 

(4.) 22;a = 2-2ö + 3ii + 2 + (2r'-ii)p. 

Die Formeln (2.) und (4.) verdanke ich meinem verstorbenen Freunde Dr. Reiss. 
Bedenkt man, dass 2r'—n niemals negativ ist (§. l,a), so ergiebt sich 
aus denselben sofort der Satz: 

Je nachdem p = An+l oder = 4n+3, ist die Summe der bitrigonalen 
Reste kleiner oder grösser als die Summe der quadratischen Reste und 
mithin die Summe der bitrigonalen Nichtreste grösser oder kleiner als 
die Summe der quadratischen Nichtreste. 
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Ist p = 4«+l, so ist 2a = ^ jp^ milhin nach Formel (1.) 

•(5.j -2-a = (3p + l).^^r>. 

Ist p = 85^+3, so ist 2r'=« (§. 1,a), also nach Formel (4.) 

(6.) -2"« = ^g+ ^J" — 

Ist p = 85f + 7, so ist nach Dirichlet (a. a. 0. p.264, 265) ' 

R'^N^ = 2r'^n = ^^^^^, 

P 
also nach Formel (4.) 

(7.) ^«--^an-— g— + 2" "~~8 — + 2 "~8 — +"1— ''^• 

In diesem Falle ist also 2a gerade oder ungerade, je nachdem q ungerade 
oder gerade ist. 



3. 
Bezeichnet man, wie in meinem fräheren Aufsatze, durch M den Rest 
von r. oder des Mitteigliedes der trigonalen Zahlen nach dem Modul p, so 
ist das Mittelglied der bilrigonalen Zahlen ee: 2M, also der Rest von 2M^ 

welcher ^-j— oder — ^^ — ist, je nachdem p = 4n+i oder =4w + 3, ein bi- 

trigonaler Rest. Nun ist, wie dort bemerkt wurde (§2), 2M ein trigonaler 
Rest oder Nichtrest^ je nachdem p = 4n+\ oder =4n + 3; unter denselben 

Voraussetzungen wird also 4M oder vielmehr ^ ^ ein bitrigonaler Rest oder 

Nichtrest sein. Auch ergiebt sich aus dem dort (§.3) Bewiesenen, dass für 
p = 4n+i die bitrigonalen Reste sich paarweise so zusammenstellen lassen, 

dass die Summe je zweier Reste, 2M und AM ausgenommen, "=: AM ist, und 

p— 1 
zwar geben je zwei bitrigonale Reste, welche kleiner als ^—^ — sind, die 

Summe ^~I , während je zwei bitrigonale Reste, die grösser als ^I" sind, 

die Summe /?+ o S^^^^n* ^^ dagegen p = 4»4-3 (abgesehen von der Zahl 

3), so ist die Summe je eines bitrigonalen Restes und Nichtrestes ^4M, 

v—i 
den Nichtrest 4il!f und den Rest 2il!f^ d. h. den Nichtrest ^-7- und den Rest 
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3»— 1 

-^ — ausgenommen, und zwar ist die Summe je eines Restes und Nichtrestes, 

welche kleiner als ^-g— sind, gleich -^o"' während die Summe je eines Restes 

und Nichlresles, welche grösser als ■ ^ ^*"^^ p+ ^^ ist. 

Man bezeichne durch q und v bezüglich die Anzahl der bitrigonalen 
Reste und Nichlreste, welche kleiner als -|- sind, so ist mithin, wenn p = 4»+1, 

Aus der Vergleichung dieses Ausdrucks mit Formel (5.) ergiebt sich 
p = 2r' und y = ^-2r' = 2n\ 

Die Anzahl der bitrigonalen Reste und Nichtreste zwischen und ^ 

ist also bezüglich doppelt so gross als die Anzahl der quadratischen Reste 

und Nichreste zwischen und 4- • 

4 



4. 

Man bezeichne durch B^^ B^^ B^^ B^ bezüglich die Anzahl der bitri- 
gonalen Reste, welche zwischen und -j-, -?- und -|-, -y und -~, -~ und p 

liegen, und durch 6i, h^^ 63, 64 bezü^^lich die Anzahl der bitrigonalen Nicht- 
reste, welche zwischen diesen Grenzen liegen. Man hat also 

[B,+ B,+ h,+ h^ = ^^ 

(8.) ^. 

(53+ Ä4+ 63 + 64 = ^- 

Da nun von zwei (ungleichen ganzen) Zahlen, deren Summe ^^ ist, die 

eine Zwischen und -x? die andere zwischen ^ und -§- liegen muss, und 

ferner von zwei solchen Zahlen, die einzeln kleiner als p sind, und deren 

Summe P + ^^ is^ die eine zwischen y und -^, die andere zwischen -^ 

und p liegen muss, so folgt aus dem Obigen, dass wenn p = 4ii+3, ebenso- 
viel bitrigonale Reste zwischen ^ und y liegen, als bitrigoiiale Nichtreste 
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zwischen und -^, dagegen, weil auch ^-^ zu den Nichtresten gehört, 
zwischen ^ und ~- ein Nichtrest mehr liegt als Reste zwischen und ^' 



Ferner, dass zwischen -^ und -^ ebensoviel Nichtreste liegen, als Reste 



^ — 2 — ., ., ..^^ «,,.. ^ 

on . ...... 

2 """ 4 
zwischen -~ und p, dagegen, weil -^j — ein Rest ist, zwischen ~- und -j^ 

ein Rest mehr liegt, als Nichtreste zwischen -^ undp. Man hat also in diesem 
Falle 

Aus diesen Gleichungen in Verbindung mit den Gleichungen (8.) folgt 

Istp = 4»+1, so folgt aus denselben Gründen, da die bitrigonalen Reste, 

welche zwischen und -|- liegen, abgesehen von ^-j— und ^-0—1 paarweise 

p— 1 
zusammengestellt, die Summe ^-^-^ geben, dass es ebensoviel bitrigonale Reste 

zwischen und -— als zwischeti -^ und ^ ?^^^^ "^^ dasselbe gilt von den bi- 
trigonalen Nichtresten, welche kleiner als -|- sind. Ferner folgt, dass zwischen ~- 

nnd -j- nnd zwischen -j ^^^ P sowohl gleichviel bitrigonale Reste als gleich- 
viel bitrigonale Nichtreste liegen. Man hat daher 

Nun wurde gefunden 8^+82 =^2r\ 6i+62 = 2ii',- auch ist 

5,+ ß,+ ^3+ B, = -^ = 6.+6,+ h+ 64 , 

also « 

Bi = r'; Bt = r'; bt = n'; 6, = «'; 

ß, = n',- B, = n'; by=r'; 64 = r'; 
and, da r'^n' (§. l,a), 

fit>6i; Äi>62; Ä,<65; Bt<bt. 



Da, weiiiip==4iH-3, Ä'>iV (§.l,o) und sngleidi B'+iV =-2j-, also jeden- 

19» 
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falls R' ^ ' , während Ä,+Ä2 = ^-^—, so folgt, dass in diesem Falle zwischen 
den Grenzen und ^ mehr quadratische als bitrigonale Reste liegen. 



5. 
Man bemerke noch Folgendes. Isi p = 4n+i^ so müssen unter den 
bilrigonalen Resten, welche grösser als -|- sind, ebensoviel gerade als un- 
gerade vorkommen, und ebenso ist es bei den Nichtresten, da die Summe 

eines Paares P + ^-r — ^sl. Die Anzahl der bitrigonalen Reste, die grösser 

als —- sind, ist aber -^-^ 2r'^ also die Anzahl der geraden wie der un- 

geraden, die darunter vorkommen, -^ r' und die Anzahl der geraden wie 

i 

der ungeraden Nichtreste, die grösser als -|- sind, gleich r'. 

Da ferner die bitrigonalen Reste, welche kleiner als ^ sind, sich zu Paaren 

tu 

zusammenstellen lassen, deren Summe -^-^ — , so müssen zwei gerade oder 

zwei ungerade zusammengestellt werden, es müssen also sowohl die geraden 
als ungeraden in gerader Zahl vorhanden s^ih, abgesehen von 2My welches 
^2q oder 2q + l ist, und 4M, welches ^4q oder 4q+2 ist, je nachdem 
p=z8q-\-i oder 8q + b. Es giebt also im ersten Falle eine gerade, im zweiten 
eine ungerade Anzahl gerader und ungerader bitrigonaler Reste, welche kleiner 

als -|- sind. 



Ist j9 = 4i» + 3, so muss es ebensoviel gerade bitrigonale Reste als 

2 



gerade Nichtreste geben, welche grösser als "§- sind, da die Summe eines Restes 



und eines Nichtrestes gleich p+-^ — ist, und aus demselben Grunde auch 
ebensoviel ungerade Reste als ungerade Nichtreste, welche grösser als -^ sind, 

abgesehen von dem Reste ^. , welcher 6^ + 2 oder ö^f+ö, je nachdem 

p = 8q-j'S oder 8^ + 7, also im ersten Falle zu den geraden, im zweiten zu 
den ungeraden gehört. 

Da ferner die Reste und Nichtreste, welche kleiner als y sind, sich 

p— 1 
so zu Paaren zusammenstellen lassen, dass die Summe eines Paares ^ ist. 
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SO muss es ebensoviel gerade bitrigonale Reste als ungerade bitrigonale Nicht- 
reste und ebensoviel ungerade bitrigonale Reste als gerade bitrigonale Nicht- 

reste zwischen und -|- geben, abgesehen von dem Nichtreste ^7^ , wel- 
cher jedenfalls zu den ungeraden gehört. 



6. 

Aus dem in §. 2 bewiesenen Satze, dass 2a grösser oder kleiner als 2a, 
je nachdem p = 4n-\-S oder 412+1) ergiebt sich noch Folgendes. Zieht man so- 
wohl von 2a als von 2a die Summe der quadratischen Reste, welche zugleich bi- 
trigonale Reste sind, ab, so ist mithin die Summe der bitrigonalen Reste, 
welche nicht quadratische Reste sind, grösser oder kleiner als die Summe der 
quadratischen Reste, welche nicht bitrigonale Reste sind, je nachdem p = 4i»+3 
oder 4w+1. 

Es folgt ferner, dass 2ß grösser oder kleiner als 2a, je nachdem p ent- 
weder in einer der Formen 4w+l, 8q-^S oder in der Form 8q+7 enthalten ist. 

Ist nämlich p = in+i^ so hat man, da dann 2a = 2b, 

2a + 2ß = 22a. 

Da nun 2a<:2a, so ist 2ß':>2a:>2a und zwar, da 2ß-2a = 2{2a-2a), 
so folgt aus Formel (1.) 

(9.) 2ß^2a = 2r>-(p+l).^ 

und zugleich, dass diese Differenz eine gerade Zahl ist. Ist p = 8q + S^ so 
hat man nach Formel (6.) 

2a = -2^0+-^^, 
also 

2ß = 2b-^^ 
und 

2ß^2a = 2b-2a-^^' 

Nun ist, wenn man 2b—2a=8p setzt, nach Dirichlet (a. a. 0. p. 270) s eine 

positive Zahl, also 2ß^2a. Da zugleich 2a+2b=^p'^-^ eine un- 
gerade Zahl, also von den zwei Grössen 2a, 2b die eine gerade, die andere 
ungerade ist, so muss s ungerade sein; nun ist ^. gerade, also Sß^2a 
ungerade. 



150 Stern, aber qwidratuche, trigomüe mnd bitrigoniUe Reeie. 

Ist p=8g+7, so folgt aus (7.) in Verbind ong mit Sa-\-2ßr=ip.s-— 

-2ß = fci, 



also 2a Z> 2ß und die Differenz eine ungerade Zahl. 



Für jede Primzahl p ist die Summe der quadraUschen Reste kleiner 
als das Doppelte der Summe der bitrigonalen Reste. 

Istp = 4n+3, so versteht sich dies von selbst, da ^a<;JS'a. 

Istp = 4ii + l9 so Itann man statt der Summe der quadratischen Reste, 
die Summe der Reste der doppelten Quadrate nehmen, da Sa = 2b. Schreibt 

man nun die Reihe der ersten ^ ^ Ritrigonalzahlen und die Reihe der ersten 

^^T* doppelten Quadratzahlen unter einander 

2, 6, 12, 20, ... 

i^ o, lo, o2, . . ., 

so dass das allgemeine Glied der oberen Reihe x{x + \) und das darunter 
stehende 2x^ ist, so ist die erste Zahl 2 in beiden Reihen dieselbe, man er- 
hfilt aber jede folgende Zahl der unteren Reihe, indem man die darüber stehende 
der oberen Reihe und die dieser vorhergehende zusammen addirt. Bezeichnet 
man also die Reste der oberen Reihe, nach der Ordnung ihrer Glieder ge- 
nommen, durch ili, ila, . . . Ap^i^ die der unteren durch a^^ Oj, ... ap.i, 

"5" "5" 

SO ist ai = ilt. Dagegen, wenn «>>1, 

wo A« gleich 1 oder gleich ist. 
Man hat also 

Ol = ili, 



1^ 2 12 

und 

(10.) ai+Oi+-+a^i = 8(ili+i4i+-+i<t=!)""^""'''> 
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WO / = A2+Ä3-j \- hp^i , also / Null oder eine ganze positive Zahl , welche 

"T" 

höchstens gleich ^^ * 

Schreibt man noch statt Ap^i seinen Werth ^ . , so hat man mithin 

womit der Satz für die Zahlen 4n+1 bewiesen ist. Ans der letzten Glei- 
chung folgt 

2-ra = (;,+!). £^+/p. 

Verbindet man dies mit der Gleichung (5.), so folgt 

/ = 2(^-r') = 2«' = y (§.3), 

d. h. unter den ^ ^ Paaren Ai + A2^ A^+A^^ . . ., -4p_^4--4p_, kommen so 

viele vor, welche grösser als p sind, als es bitrigonale Nichtreste giebt, die 

kleiner als -y sind. 

Ist p = 4n+3, und man wiederholt die eben angestellte Betrachtung, so 
ist zu unterscheiden, ob p = 8q+7 oder 8^+3. Im ersten Falle bleibt Alles 
wie früher, da 2 ein quadratischer Rest ist. Die Gleichung (10.) bleibt also 

unverändert, nur dass jetzt A^^ = ^7" • Verbindet man die sich hieraus er- 

"T" 

gebende Gleichung 

2a = 22a^^^^-lp 

mit der Gleichung (7.)) so folgt 

Ip = ^^*p— -2*a = -2*6. 

Aus R'-N' = ^t:^ und Ä'+ iV' = -^ = ^^±^ folgt aber' Ä' = -^, 

P ^ P P 

also 

Ist p = 89 + 3, so enthält die Reihe 2, 8, . . . die quadratischen Nichtreste, und 
es folgt aus dem Obigen, dass man nun die Gleichung 

Sb = 2{A,+A2+^-+A^:)'^A^-,ip 

2 a 

erhält. Setzt man wieder -^^ — statt .^4^i und p-~-*— -Xa statt -2*6, so 
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gebt die letzte GleichuDg in 

über. Verbindet man diese Gleichung mit Formel (6.)? so findet man 

also 

3i:a p-i ^ 3£a-(^2a + £b) ^ 2Sa-£b 

"" P 2 ■" p ^ p ' 

Nun ist A^^ = "4"^ ^^^ A^^+A^';>p und mithin /jedenfalls eine positive 

Zahl. Es ergiebt sich also aus dem Werthe von l, dass bei den Primzahlen 
von der Form 8^4-3 immer J£b<Z^^o ist. 

Aus 2a+JSb = ^a+SSß und -2*a<C2.2*a folgt auch noch 

Ist p = 4ii + 1, so ist mithin 3-2*a>JS*/9. 



8. 
Auf dieselbe Weise lasst sich zeigen, dass die Summe der quadratischen 
Reste einer Primzahl p auch kleiner als das Doppelte der Summe der trigonalen 
Reste ist. 

Bezeichnet man nämlich durch C|, C^, ... C^^i die ersten -^ — tri- 
gonalen Reste, nach ihrer Ordnung und berflcksichtigt die Formel 

SO ergiebt sich, wenn man durch k^ eine Zahl bezeichnet, die gleich 1 oder 
gleich ist, 

«2 = Cj + Ca — Äi-P^ 



2 2 2 2 

und man hat, wenn kz^k^ + ki-] h^^--!) also il=0 oder eine positive Zahl, 

2 

— Q 

die höchstens ^^ ^^ 

(10.) -^a = 2J^y-C^i-A/>, 



wo, je nachdem p=8^+l, 8^+5, 8^+3, 8^7, der Werth von C^i=-^-q— , 

5p-l 3p-l 7p-l . , 

-V' -v-> -V '**• 
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Hier findet man JS^o — -r6<: S-Ty — ^Try^ mithin, wenn p = 4n + i^ 

9. 
Nach der Bezeichnung des §2 ist, wenn x eine der Zahlen 1, 2,... 
-^^ bedeutet, W^[a: (a; + 1 )] , entweder lVlx^] + x, oder W[x'^]+x-'p, je 

nachdem W[x^] + x kleiner oder grösser als p ist. Bezeichnet k die Anzahl 

p— 1 
der Zahlen in der Reihe 1, 2, ... -^-g— ^ för welche W[x'^]+x grösser als 

p ist, also W[x^]> p — Xy so ist 

SW[x{x+i)]:=^:Sa=::Ea+^^-~kp. 

Ist p = 4i?+1, so verwandelt sich diese Formel in 

-2-« = (3p+l) -^-Äp. 

Dieser Ausdruck, mit der Formel (5.) verglichen, giebt also 

Ä = r'. 
Ist p = 89+3, so findet man aus Formel (6.) 

also 

Ä = ^ = r'=n'. (§.1) I 

Ist p = 85f+7, so folgt aus Formel (7.) 
also 

*--8— -4— ^— ' 

aber -^ = i(r+«) und ^^12??! = Ä'--iV' = r'-«' (§.1), demnach Ä = «'. 

ö p 

Man kann daher sagen: je nachdem p = 4it + 1 oder =49i + 3, giebt 
es ebensoviel Zahlen x, welche kleiner als -^ sind und die Eigenschaft haben, 
dass ihr quadratischer Rest grösser als p—x ist, als es quadratische Reste 
oder quadratische Nichtreste giebt^ die kleiner als ^ sind. 

Setzt man, wenn p =3 8^+7, in dem gefundenen Werthe von k statt 
^"7 den Ausdruck ^^ — - i = i ^^—^ "" 1 ^ so findet man 

woraus sich ergiebt, dass fflr p = 89+7, immer S)Sa>^b. 
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10. 
Man bexeiclme durch Ti, T,, T,, T« bezfiglich die AnuU der tri- 

gODalen Reste, weldie iwisdieB und -j^^ ^ «hI -|-, -|- nd -^, -^ lud 

p eDthalten sind^ und durch f«« t^^ f,, f« besOglich die Aniahl der trigODalen 
Nichtreste tfrischeo diesen Grenxen. 

Nim erhSlt Ban die bitrigonlen Reste« weiche iwischen nd -^ 

liegen, indem man die 7\ trigonalen Reste twischen vnd -^. und die T, 

trigonalen Reste .wischen | «id ^ mit 2 «Itiplieirt, imd .w» erhilt m» 
aas Ti die geraden, ans T, die angeraden bitrigonalen Reste zwischen and 
f. F«,„ «b«. - «. «Hg«..- R«^, ««. «i.*« i ™d , 

« indem man die T, trigonalen Reste zwischen ^ nnd -^« ond die T« 



trigonalen Reste zwischen ^ nnd p mit 3 mnltiplidrl, nnd zwar ans T^ die 



geraden, ans T« die angeraden bitrigonalen Reste. Ebenso ist es bri den 

Nichtresten. 

Ist nnn p = 8^1, so folgt (§. 5), dass T, nnd Tj gerade Zahlen sind, 

und femer 

r, + r, = fi.+JB, = 3/ ($.4). 

Femer 

r, = r, = i^-/ = »'. 

Ist p = 89+5, so sind Ti nnd T, an^ero^ Zahlen« man hat aber wieder 

r.+r, = 2r'; r, = r4=n'. 

Ebenso findet man in bmden Fillmi 

lt+l, = 2n'; l, = l| = f^. 

«—1 
A«t li+ Ii = -^4- folgt) dass jedenfidk I, od daher aaeh <, eine ^eradb 

S«hl ist. 

Ist p = 89+3, so folgt naauttelbar aas $. 5 

r,=i,-i, r,=i,+i, r,=i„ T^=t^. 

Ans r,+^ = ^^ folgt Bithia 

T-£±* « _ P— > 
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und aus r«+/4 = i^ 



i4-«« g-, 



also da Ti+T,+ T,+ T, = -^ = t,+t, + t,+U, 

Ist p = 89+7^ so hat man, wie im vorhergehenden Falle, 

fem er 

72 = «^; r4 = /4+l. 

Hieraus ergiebt sich 7^ = 74 = ^; «2 = -^; '4 = -^ und wieder 



11. 

Da 2;(x+l) immer eine gerade Zahl ist, so ist, wenn x{x+i):=mp+r 

und r gerade, auch m gerade, also ^2 "^"^T^ *^* dagegen r un- 

gerade, also auch m, so ist ^2 '='^i~'P+ 3"^^ ^- '^^ ^^"^ '^^^^ ^^"^ 

sdCüc \ 1^ r 1) i f* 

2 ^^* T ^^^"^ 2 ^ J^ nachdem r gerade oder ungerade. Bezeichnet 

man daher durch u die Anzahl der ungeraden bitrigonalen Reste, so dass 
mithin u=T^+T^^ so ist 

(11.) xy=^+-f. 



Da nun :Sy+2d = 2a + ^ß, so folgt 

(12.) -TcJ-^-Ty = JSß^up. 

Aus (11.) ergiebt sich, dass 2a und ff zugleich gerade oder ungerade sind, 
also, wenn pnzSq+T^ nach Formel (7.) ff gerade oder ungerade, je nachdem 
q ungerade oder gerade. Nun wurde bewiesen, dass in diesem Falle 74=9+1, 
also muss T^ immer gerade sein,«mithin auch /i, und da T| + 73 = 29+1, so 
ist T| ungerade und daher (3 gerade. 

Ferner folgt aus (11.), da Jra+-r/9=p-^^, dass, fttr p = 4ii+l, 

Sß zugleich mit Sa und also auch mit u gerade oder ungerade ist, dagegen, 

20« 
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für p = 4ii+3, 2ß nngerade oder gerade, je nachdem u gerade oder un- 
gerade. Ans (12.) folgt hiernach: 

Je nachdem p=^4n+i oder =4i»+3, ist 2d — 2y gerade oder 
ungerade. 



12. 

Ist p = 4m + i^ dann sind, wie ich in meinem fr&heren Aufsatze (§.2 
und §. 3) geieigt habe, M und 2if trigonale Reste, und, abgesehen von diesen 
zweien, lassen sich die übrigen Reste immer paarweise so zusammenstellen, 

dass ihre Summe ^2Af, d. h. = ^^ oder p+ ^7 ist. Ist p = 8q+i^ so 

ist Af = ^^ ^ dagegen ist Af= ^7" , wenn p = 8^+5; also liegt M im 

ersten Falle zwischen und -|-, im zweiten zwischen -|- und -^- Da T2=T^^ 
so hat man daher, wenn ^ = 89 + 1, 

und, wenn p = 8^+5, 

Holzl man nun statt T, und Ti + T^ die in (10.) gefundenen Werthe, so findet 
man in beiden F&llen 

(13.) i,. = £+l.£=l+(i+.>^ 



Domnncb 



und 



oder auch 



(14.) x<J = !p=l.i^-(5.+.0p 

£ä-2y = (3p_l),£^_(T,+3fi');, 
(15.) -2-<J-iy = (2r'-r,)j»-(p+l)-£=^ 



13. 

Die Aniahl der ungeraden bitrigonalen Reste einer Primzahl p ist immer 
kloiuor als -^-' 



. ) 
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Sei zuerst p=^An+l. In diesem Falle ist (§.2) 

W[{^-x){^^^x)]==W[x']+n oder = Wlx']+n^p, 

je nachdem Wlx^] eine der Zahlen 0, 1, ... 3», oder 3«+ 1, ... 4« ist. 
Man erhält also die sämmtlichen bitrigonalen Reste, indem maa zu den qua- 

dratischen Resten der Zahlen 0, 1, ... ^-s— noch n addirt, wenn der qua- 
dratische Rest kleiner als -^, dagegen n—p dazu addirt, wenn der quadratische 

Rest grösser als -^• 

Ist nun n eine gerade Zahl, also p,=^8q+l^ so gehört n, welches ein 
quadratischer Rest ist, zu den geraden quadratischen Resten zwischen und 

-|-, deren Zahl Gi ist (§.1,6). Indem man zu diesen Gi quadratischen Resten 

n addirt, erhält man Gi gerade bitrigonale Reste und ebenso, indem man zu 

den I7| ungeraden quadratischen Resten, die zwischen und •— liegen, ip 
addirt, erhält man £/i ungerade bitrigonale Reste. Nun entsprechen den Ui un- 
geraden quadratischen Resten zwischen und -^ ebensoviel gerade quadra- 

tische Reste zwischen -^ und p^ und indem man zu letzteren n—p addirt, 
erhält man ebensoviel ungerade bitrigonale Reste. Den G^ — l geraden qua- 
dratischen Resten, welche ausser n zwischen den Grenzen und -|- liegen, 

entsprechen Gi—i ungerade quadratische Reste zwischen -^ undp^ aus wel- 
chen man also wieder durch die Addition von n—p ebensoviel gerade bitri- 
gonale Reste erhält. Dem n selbst entspricht p—n, aus welchem sich durch 
die Addition von n—p nur Null ergiebt. 

Aus den quadratischen Resten zwischen und -j und zwififchen -j- 

ttnd p entspringen mithin 2G^-^\ gerade und 2Vi ungerade bitrigonale Reste ; 
zu den geraden ist aber noch n selbst hinzuzufügen, welches durch die Ad- 
dition von n zu Null entsteht, so dass man nun 26] gerade und 2Ui ungerade 

bitrigonale Reste hat. Da nun ferner zwischen -~- und -^ ebensoviel gerade 

als ungerade quadratische Reste liegen, aus welchen mithin durch die Addition 
von n auch ebensoviel gerade als ungerade bitrigonale Reste entspringen und 
Ol I> Vi (§-l9 c), 80 ist mithin bewiesen, dass, wenn p^S^+l, mehr gerade 
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als ungerade bitrigonale Reste vorhanden sind. Nun ist die Anzahl aller bitri- 

gonalen Reste gleich ^-^ 9 bIso die Anzahl der ungeraden kleiner als ^-j— • 

Ist n ungerade und also ^ = 8^+5, so erhält man aus den G^i ge- 
raden quadratischen Resten durch Hinzufflgung von n ebensoviel ungerade bi- 
trigonale Reste und aus den ü^ ungeraden quadratischen Resten ebensoviel 
gerade bitrigonale Reste. Femer entsprechen den Gi Resten ebensoviel un- 
gerade quadratische Reste zwischen \p und p und daher, durch HinzufQgung 
von n—p, ebensoviel ungerade bitrigonale Reste. Den I7|— 1 ungeraden qua- 
dratischen Resten, welche ausser n zwischen und -~- liegen, entsprechen 

ebensoviel gerade quadratische Reste zwischen -^ und p und daher auch eben- 
soviel gerade bitrigonale Reste. Aus den quadratischen Resten zwischen 

und ^ und -^ und p entspringen also 2Gi ungerade und 2I7|— 1 gerade bi- 
trigonale Reste, zu den ungeraden ist noch n selbst hinzuzufügen, so dass 
man 26i+l ungerade und 217i — 1 gerade hat. Nun ist in diesem Falle 
Gi<iUi (§. l,c) und mithin 2Gi+l höchstens gleich 2£/i— 1. Da nun wieder 

aus den zwischen -^ und -^ liegenden quadratischen Resten ebensoviel ge- 
rade als ungerade bitrigonale Reste entspringen, so folgt, dass es Oberhaupt, 
wenn p = 89 + 5 , nur höchstens ebensoviel ungerade als gerade bitrigonale 

Reste, also höchstens 'T ungerade bitrigonale Reste giebt. 

Ist p = 4ii+3, so erhält man, wie aus §.2 folgt, die bitrigonalen 
Reste aus den quadratischen, indem man zu den quadratischen Resten der 

Zahlen 0, 1, 2, ... 2i}— 1, je nachdem diese Reste kleiner als ~ oder 
grösser als ^^ sind, noch dn+2 oder Sn+2—p addirt (während der Rest 

^"^ , wenn man 3» +2 dazu addirt, auf Null führt). 

Man kann dies aber in anderer Weise ausdrflcken. Man bringe nämlich 
diese quadratischen Reste in drei Abtheilungen, indem man bezfiglich zur 

iBten^ 2^'', 3^^ Abtheilung die Reste rechnet, welche kleiner als ^^ zwischen 
•^ und ^ oder zwischen -^ und p enthalten sind. INejenigen unter den 
zwischen und ^ liegenden Zahlen 1, 2, ... n^ welche quadratische Nicht- 
reste sind 9 entsprechen den quadratische Resten zwischen -^ und p, indem 
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jedem solchen Nichtreste a ein Rest p—a entspricht Nun soll man, um aus 
p—a einen bitrigonaien Rest zu bilden, 3» + 2— p dazu addiren. Statt dessen 
kann man 3it+2 zu —a addiren. Man sieht demnach, dass man die bitri- 

gonalen Reste, welche aus den zwischen -j- und p liegenden quadratischen 
Resten entspringen, erhält, indem man zu den mit negativen Zeichen genom- 
menen quadratischen Nichtresten zwischen und -^ noch 3fi+2 addirt. Man 
kann daher sagen, man erhält die sämmtlichen bitrigonaien Reste, welche aus 
den zwischen und •— liegenden quadratischen Resten (Null eingeschlossen) 

und den zwischen -j- und p liegenden entspringen, indem man zu den Zahlen 

0, 1, ... n, welche theils mit positiven theils mit negativen Zeichen zu nehmen 
sind, noch 3ii+2 addirt. 

Sei nun p = 8q+7^ also n und 3i}+2 ungerade Zahlen. Indem man 
3ii+2 zu den Zahlen 0, 1, 2, ... » addirt, mögen nun diese Zahlen mit 
dem positiven oder negativen Zeichen genommen werden, erhält man ebenso- 
viel gerade als ungerade Zahlen, d. h. unter den bitrigonaien Resten, welche aus 

den quadratischen, die kleiner als -|- sind (Null eingeschlossen), und den quadra- 

tischen zwischen -^ nndp entspringen, giebt es e^efi^of^te/ gerade als ungerade. 
Hierzu kommen nun noch die bitrigonaien Reste, welche aus den zwischen 

-j- und -^ liegenden quadratischen Resten entspringen ; die Zahl der geraden 

qaadratischen Reste zwischen diesen Grenzen ist 62+^39 ^^^ welchen jedoch 

der Rest n+i = ^7^ , der hier nicht in Betracht kommt, abgezogen werden 

rnuss, so dass nur Ga+Os—i gerade quadratische Reste abrig bleiben. Aus 
diesen entspringen, indem man die gerade Zahl 3ii + 2— p hinzuaddirt, eben- 
soviel gerade bilrigonale Reste, und ebenso entspringen aus den Ui + U^ un- 
geraden quadratischen Resten zwischen diesen Grenzen ebensoviel ungerade 
bitrigonale Reste. Da nun, wenn p = 89 +7, nach §. 1, ß^ G2>U2 und Gi>lJ^ 
und daher 62+63—1 >>172+273, so giebt es mehr gerade als ungerade bi- 
trigonale Reste, die Zahl der letzteren ist also kleiner als 4-, d. h. es giebt 

höchstens ^ . ungerade bitrigonale Reste. ' 

Ist p = 89 + 3, also n und Sit +2 gerade Zahlen, so erhält man, indem 
man du +2 zu den Zahlen 0, 1, 2, . . • » addirt, eine gerade Zahl mehr als 
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ungerade, die Wiederholung der vorhergehenden Betrachtung zeigt daher, dass 
in diesem Falle aus den quadratischen Resten, welche kleiner als -|- (Null einge- 

schlössen), und den quadratischen Resten zwischen -^ und p ein gerader bi- 
trigonaler Rest mehr als ungerade entspringt. Aus den 62 + ^3 geraden qua- 
dratischen Resten zwischea -|- und -^ entspringen durch HinzufQgung von 

3«+2— p ebensoviel ungerade bitrigonale Reste, und aus den Ui+Uy—i un- 
geraden quadratischen Resten zwischen diesen Grenzen, welche übrig bleiben, 
wenn man von dem nicht in Betracht kommenden Reste n + i absieht, ent- 
springen ebensoviel gerade bitrigonale Reste. Nun ist in diesem Falle (§1,6) 

Es giebt also jedenfalls mehr gerade bitrigonale Reste als ungerade, und daher 

ist die Anzahl der letzterem höchstens *^ . ■ • Fasst man alles Vorhergehende 

zusammen, so ist mithin der Satz bewiesen: die Anzahl der ungeraden bi* 
trigonalen Reste ist kleiner als —-• Mit anderen Worten: je nachdem p=4i}+l 

oder 4»+ 3, ist die Anzahl der ungeraden bitrigonalen Reste ^ . oder 

p— 3 

^ . und daher die Anzahl der gentden bitrigonalen Reste im ersten 



Falle > . , im zweiten > ^^ • Man kann diesen Satz aber noch in 

anderer Gestalt aussprechen. Es wurde nämlich oben (§.11) bemerkt, dass die 
Anzahl der trigonalen Reste, welche grösser als -|- sind, der Anzahl der un- 
geraden bitrigonalen Reste und also die Anzahl der trigonalen Reste, welche 
kleiner, als -|- sind, der Anzahl der geraden bitrigonalen Reste gleich bt. 
Man hat daher auch den Satz: 

Je nachdem p=4ii4-l oder =4«+3, ist Tj+T*^^^^ oder ==^ ^"^^ 



und T,+ T, ^ -^ oder '^ -^ . 

Beräcksichtigt man die in §.10 gefundenen Werthe von T«^ so folgt* 
hieraus weiter, dass, wenn p = 4»+l, T^ nicht grösser als r' sein kann und 
also Ti nicht kleiner als r\ da T, + T^ =2r' (§. 10). Ist p-Sq+S, so ist 

Tj < «—1 ^^^ >st p = 8^-1^7, SP ist T3 :< ^ ^ , also in beiden Ffil^ii T^'^q 



und Ti^9 im eralen und ^9+1 im zweiten Falle. 



t> • 
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14. 

Hieraus folgt weiter : Die Summe der trigonalen NiciUreste jeder tw- 
geraden Primzahl ist grösser als die Summe, der triyonalen Reste. 

Ist nämlich p = 4n + i^ so ist, da T3 nicht grösser als r sein kann, 

2r'-r3^r', aber ^' > -^^ (§.1,0) mithin, da 2r-T, eine ganze Zahl 
ist, mindestens 2r'-T3 = ^^^ — 1-1, also, nach Formel (15.), -S'^J-^S'/ positiv. 

Ist p = 4ii+3, so ist zu unterscheiden zwischen p = Sq + *i und p = Sq + 'i. 
Im ersten Falle folgt aus Formel (12.;^ wenn man den in §.6 gefundenen 

Werth 2:ß = 2:b-^^ berücksichtigt, 

2d — 2y = JSb — ^ up. 

Nnn ist in diesem Falle, wie oben gezeigt wurde, höchstens ti = ^ ' , also 

aber da Sb ein Vielfaches von p und grösser als ^a, also mindestens —^p 
ist, so folgt 

also positiv. 

Ist p = 89 + 7, so ist (§.6) 



und nach Formel (7.) 



:sß = ^a-^ 






also nach Formel (12.) 

vA' ^. P~* 3p— 1 
^o^:Sy = —^.p^-t:^ up, 

mithin, da u"^ ^^ , 

JS'J— -Ty^-^^, also positiv. 

Istp = 4ii+1, so ist .ry+-2'(J = -2'a+-2'6 = 2-2'a, nun ist -2'(y>-2y, also 
JSd>JSa und -2'y<;-2*a. 

Aus den in §.12 gefundenen Werthen von 2y und 23 kann man 
aber die Differenz 2S—JSa oder Sa—^y noch genauer bestimmen. Man 
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hat nämlich 

Nun ist Ti höchstens gleich r', also da ^ = ^-g— , so ist 
aber n <Z -^-g — , also höchstens n = ^ , mithin 



Ist p = 4« + 3, so ist wieder :s:y+2^ = 2a+JSb, also da 2:b>Sa, 

Ist p = 4fi+l und vergleicht man den Werth von Sy mit Formel (5.), so 
ergiebt sich 

Da nun -^ höchstens gleich -^ und r' nicht grösser als ^-7— sein kann, so ist 

Diese Differenz kann auch negativ sein. 

Aus 2d'>2y folgt auch noch, dass immer 2(i'>up. 



15. 

Ist ^ = 8^ + 1) so geht die Formel (10.) mit BerQcksichtigung der 
Formel (13.) in 

oder 

A = T3+2ii'-y 

aber. Nun ist 7, gerade (§.10), also l zugleich mit 9 gerade oder ungerade. 
Da r'+«' = 2^ und Ty^r\ so ist A^r'+2ii'-5f, d- k- ^^»'+y. »»d da 
n' <iq (§. l,a), so ist A<C2^. 

Ist p = 8q+b^ so findet man 

Nim ist Ts in diesem Falle ungerade und höchstens r', mithin wieder il tu- 
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gleich mit q gerade oder ungerade und^ da r'+n =2q+i^ auch in diesem 
Falle ^^»'+9^ also da n' höchstens gleich q, so ist l höchstens gleich 2q. 
Ist ^ = 89+3, so hat man zpnächst nach Formel (10.) 

und mit Rücksicht auf Formel (6.) 

Ip = 2-2"^— -2'a 
oder (nach Formel (11.)) 

Nun ist in diesem Falle T4 = 9 (§. 10), also 

i = T,+q, 
und da T^^q^ so ist A<2(y. 

Ist p^8q+7, so ist Ap = 2-2^ - -Ta - ^^ oder (Formel (11.)) 

Ip =^ Sa — Sa+up — ^— i 

aber (Formel (7.)) -Ta— -ra = -^~ — 1 5 und = 2r— -^^-^, 

mithin 



i = M+r'- 



, P+* 



8 



» 



oder da T«=^±i 



8 ' 

also da Ts^g und r' mindestens =3^-|-l, so \s\ l-<,2r'. 
Göttingen, im Febraar 1869. 
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Ueber die Invarianten binärer Formen bei höheren 

Transformationen. 

(Von Herrn Gordan zu GieBsen.) 



iJie Theorie der linearen Transformation ganzer homogener Functionen 
ist seil langer Zeit Gegenstand der Untersuchungen der Mathematiker gewesen. 
Dagejren hat sich für höhere Transformationen bisher mehr das Bedflrfniss ge- 
zeigt^ als dass man sie auszuführen versucht hätte. 

Man kann hierher die Untersuchungen rechnen, welche bei den alge- 
braischen Gleichungen gemacht sind, indem man als neue Unbekannte eine 
ifanze Function der ursprünglichen einführte; wie zum Beispiel Herr Hermite 
(Comples Rendus tome 46 pag. 961) im Sinne der Invariantentheorie diese dazu 
benutzt, um bei der Transformation der Gleichungen vierten Grades die erste 
Invariante verschwinden zu machen. Aber vollständig treten die Eigenschaften 
einer solchen Transformation erst hervor, wenn man die neue Unbekannte als 
Quotienten zweier Functionen der ursprünglichen Variabein einführt, oder 
allgemeiner, wenn man die homogenen neuen Variabein proportional homogenen 
Functionen gleich hoher Ordnung der ursprünglichen Variabein setzt. In diesem 
Sinne lässt sich die RiemannscXxe Transformalion der Fundamentatgleichung 
einer Classe von ^6e/schen Functionen als höhere Transformation einer zwei- 
fach binären Form anfl*assen, und so haben Herr Cleb^ch und ich in unserer 
^^Theorie der Abelschen Functionen^ dieselbe Transformation einer ternären 
Form dargestellt (vgl. auch Cayley, London Mathematical Society III.). 

Man macht von diesem Gesichtspunkte aus sofort die Bemerkung, dass, 
wenn 

durch die Gleichungen 

QU 2 = ^2(3?!,... irj, 



(fVn = (pn{X,^ ' ' ' ^n) 
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transformirt wird, die nene Form: 

zu Coefficienten simultane Invarianten von den Formen f, ^n • • • 9« h^^ ^^^ 
dass also die Invarianten der neuen Form, welche sich aus diesen zusammen- 
setzen, ebenfalls simultane Invarianten derselben sind. Die Theorie der höheren 
Transformationen tritt so mit der linearen Transformation in unmittelbare Ver- 
bindung. 

Ich beabsichtige im Folgenden einen Beitrag zu der höheren Trans- 
formation binärer Formen zu liefern. Indem ich zunächst einige allgemeine 
Principien kurz auseinandersetze, wende ich sie auf die Transformation zweiter 
Ordnung an, führe diese bei Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades 
aus, indem ich die Werthe der Invarianten der transformirten Gleichung an- 
gebe, und benutze die höhere Transformation insbesondere bei den Gleichungen 
vierten Grades dazu, nach dem Beispiele des Herrn Hermite, eine oder die 
andere ihrer Invarianten verschwinden zu machen. 



Erste Jibthelliuig« 

Allgemeine Eigenschaften der Invarianten einer transformirten 

Form. 

§1. 

Transformation einer Gleichung. 

Bekanntlich föhrt die Elimination der Variabein Xi^ x^ ans den homo- 
genen Gleichungen n^^ und n^^ Ordnung 

(1.) f=0 (symbolisch {a^Xi + (hx^Y = oT^ = b*^ . , .) ^ 

(2.) §p = ^1 a?; + (p2 a?r^ a?2 + 93 ctir^ x\... (symbolisch yi = ^pJx • • •) 

auf eine Resultante Rf^, welche in den Coefficienten der Formen /und ip 
die Dimensionen »i und n besitzt; zerfallen die Ausdrücke f und (p in die 
Factoren : 

(3.) (p = «^ «>;;... a$r»^ 

(4.) f = {xx;) {XX2) {xxi) . . . («ar. ) , 
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wobei (xXi) einen Ausdruck der Form ^^iC^Ja— ^(^i)i^ bedeutet, so erhalten 
wir fär Rf^ bis auf constante Factoren die Werthe: 

(5.) Rf^ = (a«)-(6a'r(cO".-M 

(6.) Ä^y = 9595, yi;.... 
Die Wurzeln der Gleichung 

die man eigentlich (^J^ nennen mflsste, werde ich bisweilen kurz mit x^ be- 

zeichnen. 

Setzen wir nun statt der 2^° Form (p das Binom 

in welchem die Grössen z zwei neue Variable, die Formen: 

(7.) / = /iicr + 4a??"*iP2 + tiPr""^a52-- (symbolisch Cf = &•••)' 

(8. ) m = f»! xf +«12 a?J»""* 0^2+ »Is ^V^ ^l--- (symbolisch mj = m^],) 

zwei beliebige Formen «i*®» Grades bedeuten, so wird Rf^ eine Form n^^ 
Grades in den Variabein ss. 

Wir nennen diese Form, da sie aus der ursprünglichen Form f mittelst 
der Substitution: 

m s, 
entsteht, die transformirte Form und bezeichnen sie symbolisch durch: 

(9.) Ä^^ = r;. 
Die Gleichung: 

(10.) y = j5j/-j-j52 111 = 

wird die Substitutionsgleichung, die Coef&cienten der Formen / und m werden 
die Substitutionscoef&cienten genannt. 
Die Wurzeln der Gleichung 

r; = 

werden aus denen von f gefunden, indem man in ^ ^ die Wurzeln der 

gegebenen Gleichung einführt, also mittelst der Formel: 
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§. 2. 

Thema der Abhandlung. 

Wir bezeichnen die Invarianten der ursprünglichen Form durch Jf oder 
schlechthin J, die entsprechenden Invarianten der transformirten Form durch 
Jßi und stellen uns in dieser Untersuchung die Aufgabe, die Eigenschaften 
der Ausdrücke Jr ^u studiren, insbesondere werden wir uns mit der Frage be- 
schäftigen, wie sich die Invarianten J^ durch die einfachsten simultanen In- 
varianten der Formen f und (p darstellen lassen. 

§. 3. 

Die Combinationen ; in denen die SubatitutionBeoefficienten in den Invarianten der 

transformirten Form auftreten. 

Die erste Frage, die sich unseren Blicken darbietet, geht dahin, in 
welchen Combinationen die Substitutionscoefficienten in den Invarianten J^ 
vorkommen. 

Die Resultante A^ ist in den Coef&cienten der Form 9 eine homogene 
Form n^^ Grades, wir können sie symbolisch darstellen durch: 

Ä/y = («1 yi + «2 92+ «3 9>3 . . 0* = «5 = /^9- • • • 

Setzt man in dieser Formel für 9 seinen Werth zj+a^m, so wird 

Man erhält die Invarianten dieser Form ans denen der ursprünglichen 
f, indem man die Symbole ai, 02, 61, 62, ... durch die Symbole ersetzt 

^l9 ^my ßh ßmp • • • • 

Herr Clebsch hat nun Bd. 59 dieses Journals p. 13 bewiesen, dass 
die Invarianten der Form f aus symbolischen Producten bestehen, deren 
Factoren die Form haben: 

Ol 62 — ^1^ • 

Wenden wir diesen Satz auf unseren Fall an, so sehen wir, dass die 
Invarianten Jfi ans Producten bestehen, deren Factoren die Form haben: 

^lßm — ßl€tm, 

die Substitutionscoefficienten mithin in denselben Combinationen enthalten, wie 
die simultane Covariante 

(1.) lix)m{y)-'m{x)liy) - e{xy), 
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worin die Zeichen l{x)^ «»(a;), /(y), m{y) die Functionen /, m bedeuten, ge- 
schrieben mit den Variabein x^^ Xi oder j^i, j^2- Es ist daher symbolisch: 

/(a:) = /J; m{x)=^ni':i\ iiy) = l^''> m(y) = iii;». 
Die Invarianten Jr sind daher simultane Invarianten der Formen f 
und 6{xy). 

§ 4. 

Fortsetzung. 

Die Formen / und m besitzen eine Reihe von simultanen Covarianten, 
welche linear für die Coefficienten jeder der beiden Formen sind, und welche 
alle die Form haben 

(1.) », = {Imy^^'l^mi (symbolisch »X), 

wobei wir 

(2.) n,-2v-\ = fi 

gesetzt haben. 

Man erhält alle diese Covarianten d^y indem man für v alle ganz- 

zahligen Werthe setzt, welche kleiner als ' sind. 

Wir behaupten nun^ dass die Covariante 0(xy) stets in die Form ge- 
bracht werden kann: 

(3.) e{xy) = J2',a(a!yr+'^,.^.„ 

in weither die Größen C^ numerische Constanten bedeuten. 

Beweis. 
Wir setzen in der Identität: 

x+ly statt X und erhalten die Formel: 

= (/f»r+'(/?+(f)/r'/yi+(J)(!j-'^;i'...) 

Setzen wir auf beiden Selten dieser Gleichung die Coefficienten von i." ein- 
ander gleich, so entsteht die Formel: 
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Fahren wir nun für die Symbole l^my+m^ly and lj,my—mjrly = {lfn)(xy) die 
Bezeichnungen 2A und 2B ein, setzen wir also: 

^^•^ \lym^ = Ä-^B, 



sa erbalten wir die Gleichung: 

= {Imr-^ ' j (^+ß)^ + Q)\a +Br-' (A^B) + (5 y (^ +5)/'-^(^-5)^+ • • • | • 

Da in derselben sich die linke Seite nicht ändert, wenn man die Va- 
riabeln x und y vertauscht, so gilt das Nämliche von der rechten Seite; der 
eingeklammerte Ausdruck enthält daher nur gerade Potenzen des Symbols B. 

Entwickelt man den Ausdruck auf der rechten Seite nach Potenzen von 
A und B, so nimmt die obige Formel die folgende Gestalt an: 

Kr^.y = {Imr-^'lh^A^+h^A^-'B'+h^A^-^B'+^^'l 

wo die Coef&cienten hyk positive numerische Constanten bedeuten. 

Mulliplicirt man schliesslich mit dem Ausdruck (a^y)*^"^ = {xyf'"^^ (s. 
Formel (2.)), so geht diese Formel, da: {lm){xy) = 2B (s. Formel (4.)) ist, in 
die folgende über: 

(o^yr+'^S,.^?,. = g^,A^B^^-^+g,,A^'-'B'^''^-^'+g,,A'^'^B^-'^^'+'", 

wo wir hyjt^^''^^ = gyt gesetzt haben. 

Diese Formel gilt fflr jeden ganzzahligen Werth von r, der kleiner 

ist als ' ; ist »i gerade, so kann man daher für v die Werthe setzen: 



«, — 2 n^ — 4 n, — 6 
"X"' ""2~' ""2"' 

ist es ungerade, die Werthe: 

iij — 3 », — 5 yi| — 7 
~2~' ~2~' 2 ' 

Somit erhalten wir für n^ gerade die Formeln: 



... 



0; 



• • • 



0. 



(xy)"-"^^ ^_.^ ^ = g^^ A^B-'^ + g^ ABr>-\ 
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fflr fii ungerade die Formeln; 

(ary)--*^* ^_,^* .,_, = g^_, A*B^-*-\-g^_ A^-^-^ + g^,, B\ 

'» "~5 — y» ~"? — — 5 — » " ""5 — » * — ö"~ » * 



(a;y),9^.ö'^;;5-^ = g^A''-'B+g,aA''-'B'+-', ^ , 

denen wir die IdeutitSt hinzof&gen: 

(ajy)"' (/»»)"■ = 2"'5"' (s. Formel (4.)). 
Diese beiden Formelsysleme zeigen, dass die Ausdräcke: 

für jeden Werth von r in die Form gebracht werden können: 

wo wieder die Coefßcienten Gi^ nnmerisch sind. 
Die Function. 

6{xy) = /*»iiiy»— inJ/J' 
erhalt, da: 

ist, die Form: 

eix9) = {A-^B)''-{A-B)''=22,(2J!^_^)A''-^'+'^ß''^', 

und wenn man 

setzt, die Form: 

w. z. b. w. 

Der eben bewiesene Satz zeigt, dass sich die Coefficienten der Form 
linear aas den Coefficienten der Covarianten &y znsammensetzen lassen. 
(Umgekehrt kann man beweisen, dass die Coefficienten der Formen &, lineare 
Functionen von denen der Covariante 6{xy) sind.) Es gilt mithin der Satz: 

Die Invarianten Jr sind simultane Invarianten von f und den Formen : 
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§5. 

Fall^ in dem die Substitution linear wird. 

Wir wollen uns nun mit dem Falle beschäftigen, wo die Substitution: 
in eine lineare flbergeht, indem / und m einen Factor (ni — l)^' Ordnung 



a = aj""' 



gemeinsam haben. 

In diesem Falle kann man 

/ = cC, 

ffl = CCWxf 

setzen., und die Funcüonaldeterminante der Formen / und m, die wir mit & 
bezeichnen : 

(1.) » = /5"* wr* (Im) (symbolisch di^^ = &'^'^''. . .) 

erhält den Werth: 

(2.) & = ^(rm'). 

Ersetzt man nun in folgender Formel ((6.) des §.1) 

(in welcher das Product Ober alle die Werthe auszudehnen ist, welche die 
Form (f annimmt, wenn man in ihr für x alle Wurzeln von f setzt) die Form 
(f nach einander 

erstens durch seinen Werth 

y = a(Äi/'4-Ä2«i'), 

zweitens durch die lineare Form 

drittens durch die Form a und 

viertens durch die Form &, so ergeben sich die 4 Formeln: 
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welche sich in die folgenden zusammenfassen lassen: 



«« = (^K ■ 



Die Formel fär R^, zeigt, dass die Invariante Jji, deren Grad in den Coef- 
ficienten durch v bezeichnet werde, den Werlh hat: 



nr nv v 



Jji = ÄJ^^ [tm )^ Jf= n^ Rf^Jf- 

Da diese Formel stets gilt, wenn die Formen / und m einen Factor (»i— 1)^" 
Grades gemein haben, so ist der Ausdruck: 



ny V 



(3.) Rfg^—ni Rf^Jf 

eine lineare Function solcher Combinationen der SubMutionscoefficienten, welche 
verschwinden, wenn l und i» einen Factor («i— 1)'"^ Ordnung gemein haben. 

§. 6. . 

Discriminante der transformirten Form. 

Ich verlasse jetzt die allgemeinen Invarianten Jji und gehe zur Unter- 
suchung der bekanntesten unter ihnen aber, nfimlich der Discriminante Jfi. 

Verschwindet dieselbe, so hat die transformirte Gleichung: 

r: = 
zwei gleiche Wurzeln ; es muss dann zwei Wurzeln Xi und x^ der Gleichung 
/" = geben, für welche die Brflche : 

gleiche Werthe besitzen, für welche also 

d(XiXk) = 0. 

In §.4, Formel (3.) habe ich gezeigt, dass diese Covariante die Form an- 
nehmen kann: 

welche, wenn man 

(1.) ^,C,Ö5-^^+^>d;;7(^^+*>(aTyr = ö'(ary) 
setzt, in die folgende übergeht: 

(2.) e{x,x,) ^ {x,x,)e'ix,x,). 
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Es sind also die beiden Fälle zu unterscheiden: 

{XiX,) = 0, 
0* {x^Xk) = 0. 
Im ersteren verschwindet die Discriminante von / 

(30 Jr = n,,[x,x,)\ 
im letzteren das Product 

(4.) * = n^ff[x,x,), 

welches so wie das erste Product Ober alle Wurzelpaare x^Xj, der Gleichung 
/=0 auszudehnen ist. 

Die Ausdrücke Jf und <P sind daher die einzigen, welche in Jr als 
Factoren vorkommen können und darin vorkommen müssen. 

z/ji hat mithin die Form 

wo C eine numerische Constante bedeutet , und fi und v zwei ganze Zahlen 
bedeuten, die sich durch eine einfache Abzahlung bestimmen lassen. 

In den Coefficienten der Formen / und hat nämlich die Invariante 
Jji die Dimensionen 2iii(ii—l) und »(«— 1), die Discriminante df die 
Dimensionen 2 (n—l ) und 0, das Product * endlich die Dimensionen («i— !)(«— 1) 

Es gelten daher zur Bestimmung von fi und v die Formeln: 

2ii,(n~l) = («-l)(«,-l)v+2(ii-l)^, 

aus denen fQr ^ und v die Werthe folgen: 

|A=1, |/ = 2. 

Trägt man dieselben in obige Formel ein, so wird: 

(5.) Jj, = CJf<P\ 

Man kann die Veränderlichen z^^ Zt mit solchen Factoren multiplicirt 
denken, dass: 

I k 

wie: Jf =^ n'iki^iXk)\ (vgl. Formel (3.)) 

so auch: Jr = n^j,{ZiZ,)^ 

ist, wo die Prodocte Aber alle Wurzelpaare der Gleichung: 

r; = 
auszudehnen sind. 
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s 

Dann nimmt unsere Gleichung die Form an: 
oder wenn man für <P seinen Werth aus Formel (4.) setzt: 

Diese Formel wird identisch erfflUt, w^enn man die Variabein Zi und 
J52 durch die Functionen / und m ersetzt, denen sie nach der Formel: 

proportional sind. 



§. 7. 

I Benutzung der Resolvente <i> zur Auflösung der Gleichung f=0. 

Das Product 4^ zerfällt, wenn man in demselben die Coefficienten von 

/ und m als Variable betrachtet, in ^ Z^ • Factbren O'^XtXt)^ deren jeder 

einem Wurzelpaare x^Xi, der Gleichung ^=0 entspricht. 

Es giebt eine (unendlich grosse) Schaar von Formen l, m, für welche 
ein bestimmter Factor 6\x^Xi) verschwindet. 

Ich stelle mir die Aufgabe^ das Wurzelpaar x^Xi, zu finden^ wenn ein 
Formenpaar 1= L, m = M der betreffenden Schaar gegeben ist. 

Bildet man zu diesem Zweck den Differenlialquotlenten n^„{x^Xa) von * 
nach einem Coefficienten von l: 

^Qn{x,Xo)-Qi^ = 'Qi;;n^o{Kx^)ni{x„)-m{x^)l{Xa)] 

(in welchem q'& alle Zahlen-Gombinationen ausser qo annehmen) und ersetzt 
hierin die Substitutionscoefficienten durch die Coefficienten der Formen L und 
M, so verschwinden alle die Glieder der Summe, in denen das Zahlenpaar (fo 
vom Zahlenpaar ik verschieden ist,- so dass sich diese Summe auf das eine 
Glied reducirt, in dem (> = «^ a = & ist ; man erhält dann die Formel : 

« 

n,o{^,x,){^)^^ = (a:;if(a?*)-a?;if (a:0/7;v*^{i(^.0^(a^*^)-if(^.)^(^*')}), 

wo für iy alle Zahlenpaare gesetzt werden müssen, welche von ik ver- 
schieden sind. 
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Setzen wir hierin für r nach einander die Zahlen r, r+i^ r+2 und 
eliminiren wir aus den so entstehenden Formeln die Ausdrücke: 

M{x,) n,^ \L{x,) M{x,.)^M{x,)L{x^% 
so erhalten wir: 



und wenn wir durch x'ixliXi—Xi) dividiren: 



Ö0 



^ dir ^LM 



Xi 



d0 






Xi 



r+l 






xl 



xl^' 






Setzen wir wieder r + \ statt r, so erhält man aus dieser und der obigen 
Formel leicht die quadratische Gleichung: 



da> 



\ BL ),n^ \BL.J 



dir ^ LM 






50 






N Ö/r+2 ''Ljlf 



X 



X 



= 0, 



Ö/r+2 ^LM 

deren Wurzeln x^ und Xj, sind. 

Gehören die Formen L^^ M^ einer zweiten Schaar von 0- Formen an, 
etwa derjenigen, welche dem Wurzelpaare x^xx entspricht, wird also: 

Li{x,).Mi{x{)—Mi{Xi)Li{xx) =0, 

so genagt die Wurzel Xi noch einer zweiten quadratischen Gleichung und 
lAdst sich rational in den Coefficienten von L^ M, L|, Mi ausdrücken, so dass 
wil* den Satz bewiesen haben: 

Die Wurzeln der Gleichung /*=0 lassen sich darstellen als rationale 
Functionen der Coefficienten eon irgend -^-^ — - Formenpaargn 

LiMi\ UMi\ ZrjiMi; ...; Z/^»-i)if^(,.i), 



welel^e den eerscbieäeneH Factoren des Productes entsprechen. 
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§. 8. 

Darstellung der Furm 0. 

Wenn der Ausdruck 4> ffir irgend eine Substitution verschwindet, so 
muss einer seiner Factoren 

/ {x,) m {x,) - m (Xi) l {xi) 

verschwinden. Es lässt sich dann stets ein Grössenpaar z^ und z>2 so be- 
stimmen, dass der Ausdruck: 

(p = z^l+z^tn 

die Wurzeln x^^ x„ mit / gemein hat. 

Um den Ausdruck 4> direct zu finden, muss man daher ssi^ ss^ aus den 
beiden Gleichungen eliminiren, welche aussagen, dass die Gleichung 

(p =: ssJ-{-Z2m = 

zwei Wurzeln mit der Gleichung f=0 gemein hat. 



Zweiter Abschnitt. 

Die Invarianten der transformirten Form bei quadratischen 

Substitutionen. 

§. 9. 

Darstellung der ReBuItante zweier Gleichungen mittelst ihrer symbolischen Coefficienten 

{Clebschsche Formeln). 

Im Falle iti = 2 werden viele Resultate einfacher, und es lassen sich 
viele Operationen ausfahren, die wir im Allgemeinen nur andeuten konnten. 

Um zu untersuchen, wie sich in diesem Falle die obigen Sätze und 
Formeln gestalten, beginnen wir mit der Aufstellung der transformirten Glei- 
chung selbst. Herr Clebsch hat im 58. Bande dieses Journals pag. 273 ein 
Verfahren angegeben, wie man die Resultante Rf^ der Gleichung f=0 und 
der quadratischen Gleichung ^ = durch die symbolischen Coefficienten der 
Formen / und cp einfach darstellen kann. Da wir die Endformeln brauchen, 
so wollen wir hier seine Methode kurz wiederholen und nur in einigen an- 
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bedeutenden Punkten von ihr abweichen, um die Resultate in einer unserer 
Untersuchung angemessenen Form zu erhalten. 
Die gegebenen Gleichungen *sind : 

and 

<p = (pl = a,ß, = (§. I , Formel (3.}). 

Aas der letzteren folgert man leicht die Identitäten 

(oy)H%)' = (:aa){a(^iba){bß), 

2{a(p)ib(p) = {aa){bß)^{ba){aß), 

-2{abn(p,(p,y = {{aa)ibß)-{ba)iaß)\\ 

welche zeigen, wie sich die symmetrischen Functionen der Symbole: 

(aa) {bß) und {ba) {aß) 
durch die symbolischen Coefficienten von f und q) ausdrücken lassen. 

Man kann nun der Resultante (§.1, Formel (5.)) Rf^ = {aay{bß)* die 
Form geben: 

Äf^ = i{(««r(W+(Ä«r(ö/3r}, 

welche symmetrisch in den obigen Symbolen ist, also rational aus den Aus- 
drflcken 

{a(p)\b(p,f, {a(p){b(p\ {abf{<p(p,f 

zusammengesetzt werden kann. 

Für die Fälle ii=2, 3 und 4 werden die C/e6«cAschen Formeln, wenn 
wir, was wir in der Folge stets thun werden, die quadratische Invariante 
zweier beliebigen quadratischen Formen / und m 

(1.) {Imf = Ai^ 
setzen, 

für « = 2 'Rf^ — A}^—AffÄ^^, 

(2.) ( fürn = 3 Rf^ = {a<p){bcp){aq>,)\bq>,f--^2{ab)\a(p){bip)A^, 

fürn = 4 Rfy^{{aip)\aip,ff^AA^^{ab)\a(f)\bip,f^-2{^^^ 



§. 10. 

Die Functionaldeterminante. 

In $. 4 der ersten Abtheilung haben wir den Satz bewiesen, dass die 
Invarianten «/^ simultane Invarianten der Formen: 

/ und ^^ = (Ä»/''-^^*/5-^"-^'^mr^'''+^> 
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sind; für ii| = 2 gestaltet sich dieser Satz hier folgendermassen : 
yjDie Invarianten Jr sind simultane Invarianten der Formen: 

f und {lm)Xm^.^ 
Dieser Satz lehrt uns, welche wichtige Stelle die Functionaldeterminante 
der quadratischen Formen / und m 

(1.) & = Km^ilm) (symbolisch Ä^ = ^J = 9\.. .) 

in unserer Untersuchung einnimmt. 

Es sei uns daher gestattet, hier an einige Beziehungen zu erinnern, 
welche zwischen den quadratischen Formen: 

ly m und & 
stattfinden ; da dieselben bekannt sind, so genagt es, die Resultate anzuführen : 

^2&' = Aum'--2AiJm+A^l\ 
A^^ = Ä;^ = ^ { AiiA^^ -^?m } • 
Bezeichnen wir ferner die Factoren von & durch {xS) und (x^), so dass 

(3.) &l = (xS){xri), 
so lassen sich die Formen / und m durch die Quadrate: 

(4.) ^ „nd -^, 
sowie 9 durch das Binom: 

ersetzen. Es wird dann: 

(6.) {-2^,, = {§rif (§. 9, Formel (1.)); 

Rf»=-alb; (§. 1, Formel (5.)). 

§. 11. 

Fall; wo die Besultante Rjm gleich Null ist. 

Gehen wir zu dem folgenden Satze ($. 5, 1>^ Abtheilung) über, welcher 
aussagt, dass der Ausdruck: 
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eine lineare Function solcher Combinationen von den Subsiitutionscoefficienten 
ist, welche verschwinden, wenn / und m einen Factor vom Grade ii|— 1 ge- 
mein haben. 

Da hier nur die Resultante Rj^^A^^ diese Eigenschaft besitzt, so 
nimmt Jj^ die Form an 

(7.) y^ r= 2 R^Jf'\-AA^i^. 

FOr ein gerades n kann man leicht zeigen, dass, falls A^^ verschwindet, 
die Resultante /i^^=:aj6^ gleich dem Quadrat der simultanen Invariante: 



» t» 



(8.) Q = ia»f(a»,)\..ia»n-if = »{' a,* (s. §. 10, Formel (3.)) 

2 

wird; fflr n gerade nimmt also J,i die Form an: 



nv 



(9.) Jjt = 2' Q'Jf+AA^. 

Ist n angerade, so ist v stets gerade, und man kann also dann die erste Formel 
für Jn ohne Weiteres benatzen. 

§12. 

Die Discriminante Jr. 

Die Discriminante J^ hat hier den Werth: 

wo C eine numerische Constante bedeutet und: 

!cfi — TT K^dfn(.^k)-m(xOl(xk) 
" Xi Xk 

Es entspricht wieder jedem Wurzelpaare XiX,, ein Factor von <P und 
eine Schaar von Formen i^. 

Ist eine derselben /^^ also: 

(2.) t^{x,x,) = 0, 

80 findet man hier die Gleichungen fflr die Wurzeln x^x,, nicht dadurch, dass 
man 4> partiell nach den Coefficienten von / differentiirt; es ist vielmehr, da 
die Coefficienten von ^ von einander unabhängig sind, gestattet, direct nach 
denselben zu differentiiren. Man erhält dann die Formel: 

23* 
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wo in dem Product /7^,.^. die Zahlen q'o' alle Werthepaare mit Ausnahme 
des Werthepaares qo annehmen sollen. 

Ersetzt man nun hierin die allgemeine Form & durch die Form /^, 
so verschwinden in obiger Summe alle Glieder, fflr welche das Zahlenpaor 
(fo von dem Zahlenpaar . i^ verschieden ist; die Summe reducirt sich dann 
auf ein einziges Glied, und man erhält die Formel: 

tik 
wo wieder über alle Zahlenpaare i'k' zu summiren ist, die von dem Zahlen- 
paar ik verschieden sind. 

Multiplicirt man dieselbe mit dem Coefficienten &r und summirt dann 
über r, so sieht man, dass: 

(3.) 2:^[j^^j &r = ^xi^x^n^.k'tikiXi'Xi,.)^ 

tik 

mithin der Ausdruck: 

tu 
ein Factor von * ist. 

Ersetzt man in der Formel (3.) die Coefficienten von & durch die ent- 
sprechenden Potenzen einer Grösse x, so wird 

*" tik 

welche Gleichung zeigt, dass Xi und x^ Wurzeln der quadratischen Gleichung sind : 

§. 13. 

Directc Bestimmung von 4>. 

Zur directen Bestimmung von ^ will ich mich eines anderen Ver- 
fahrens bedienen als des in $. 8 der ersten Abtheilung angedeuteten. 

Da nSmlich, wie damals gezeigt wurde, eine Grösse X so bestimmt 
werden kann, dass, falls 4> verschwindet, die Form: 

zwei Facloren mit f gemein hat, so muss sie für ein solches l ganz in / 
enthalten sein. 
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Ersetzen wir nun, was nach §. 10, Formel (5.) erlaubt ist, die Form 

(p durch 

cp = {x^'+l{xr])\ 

so sieht man leicht, dass sie nur dann in der Form 

enthalten sein kann, wenn sie in jedem der folgenden beiden Theile ent- 
halten ist: 

Dann müssen fQr den nSmlichen Werth von X die beiden Gleichungen be- 
stehen können: 

iai+(2)^«r'o?+(J)^'«r<+- = 0, 

(1.) 

|(J)ar«,+Q)arX^+ = 0. 

Man sieht nun sofort, dass die Resultante dieser Gleichungen dieselben 
Dimensionen in den Goefficienten / und & besitzt, wie der Ausdruck 4>; da 
sie mit demselben zu gleicher Zeit verschwindet, so kann sie sich davon nur 
um einen numerischen Factor unterscheiden. 

Das Praduct 4> ist daher die Resultante der obigen Gleichungen. 



Dritte Alithelliing^. 

Anwendung auf die quadratischen, cubischen und biquadratischen 

Formen. 

§. 14. 

Die Discriminante der quadratischen Formen. 

Erstes Beispiel: ii = 2. 

Die Gleichungen (1.) §.13 der zweiten Äbtheilung lauten hier: 

a^a^ = 0. 
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Es ist daher: 

4,^a^a^ = Af<^ (§.10, Formel (6.) und §.9, Formel (1.)) 
und nach Formel (5.), §.6 der ersten Abtheilung: 



§. 15. 

Die Discriminante der cubischen Formen. 

Zweites Beispiel: n — Z. 

In diesem Falle wird die arsprüngliche Form: 

f = «i. 

Sie besitzt die Covariante: 

(1.) T = Ojt 6, (oi)' (symbolisch (T,a;,+T,a;,)' = t^) 
und die Invariante: 

(2.) Jf = Ar, . 

Fflr » = 3 lauten die Gleichungen (1.) §. 12 der zweiten Abtheilung 

a|+3iajaj = 0, 

3a'ja,+Aa; = 0; 
mithin ist ihre Resultante: 

= -8a|6j4- -|-(«6n^)»(a«&,-}- M,) = -^ib],^-9{^fx^r^ (vgl. F. (1.)) 

= -8Ä^-18^,,^*, (vgl. §. 10 F. (6.) 2. Abthl.); 

also ist nach Formel (5.), §.6, 1. Abthl.: 
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§. 16. 

Bekannte Covarianten und Invarianten der biquadratischen Formen. 

Drittes Beispiel: ii = 4. 
Die Form 

besitzt bekanntlich die Covarianten (vgl. Salmony Lessons 2°^ Ed. pag. 169) 
(1.) ^ =^ Wxbl{ahf = df, (symbolisch z/t = ^/;;...) 

(2.) T^ef^J'^iaJ) 

und die Invarianten 

(3.) V=i(a6r, 

(4.) jf^^{aJr = ^di^, 
(5.) ii}=.dj=^{JJ')\ 
(6.) Jf=R = i'-27j\ 

Die Covariante T hängt mit den Formen f und J mittelst der Gleichung zu- 
sammen : 

(7.) 4r = ^AJ'+ifJ-jf\ 

Bezeichnet man daher die cobische Form 

(8.) P = -Aic[-\'ix\x2-jai 
symbolisch durch 

(9.) P = {p,x,+p,x^' =pi =p2. . . , 
so wird 

Die cubische Form P besitzt die quadratische Covariante 

(10.) T = \pxPx{pp'f = "■ X^^ "^ 4;Vria?2— — x\ (symbolisch t^), 
die cubische Covariante 
(1 1 .) q = p\r^ {px) = - 8;a?J+ -g- a?J a?2 - 2f;a:i x] + {2f - 27 >) ^ (symbolisch ^), 

uijid die Invariante 

(12.) A„ = AÄ. 

Zwischen den Formen p, q und r gilt die Relation 

(13.) 5f^+AÄp'+^ = 0. 
Endlich führe ich noch folgende Beziehungen an, welche im Folgenden be- 
nutzt werden sollen: 
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(15.) J14 = ialbl{aby—^{xy)\ 
(16.) dJ = alJliaJf = ^ , 
(17.) aiJliaJy = alJ'AaJf = 1 «^J +i (aryf , 

(18.)' ^,^LV^')' = -4-^+tA 

(19.) JiJ'y\JJ'f = 4-«>y-T^'^^+Ä^^)'' 
(20.) J,JyJ:.J'yiJJ'y = ^ala;-^Jl4- ^ixy)\ 



§. 17. 

Die Discriminante der traosformirten Form. 

Bei der Transformation biquadralischer Gleichungen nehmen die For- 
meln (1.)? §-13, zweite Abthell, die Form an: 

Es handelt sich darum, ihre Resultante 4> durch die einfachsten Invarianten 
der Formen / und & auszudrücken. 
Diese sind nun: 

Jfi 

(2.) A = ^A^^^^2{§rif\ 

(3.) ß = - 2 (ad)^ {ad-J = - 2a\ aj ; 

(4.) I . ^ 

(5.) (yc=-4-ö|^ = -lÄ 

Man erhält ^P, indem man den Werth von l aus der zweiten der 
Gleichungen (1.) in die erste derselben einträgt, folgendermassan (vgl. die 
Formeln der §§.10 und 16): 
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* = 6{ 6, cj c, (a| 6J- 65 a',) (a| cj- c| o',) - 4o| a* 6| 6, c| c, 

= 4 {b»f ic»,y (ab) (ac) (§/?)' (a»,) (09,) (0^3) (c^s) + 2B {bS-f ic9,f 6| cj 
= - 2Aib»)\c&^y {ab) (ac) {b»,) (a»,) {{ac) {&,»,) + (a»,) (c»,)} 

+2Bib»yic.%y \^^+bib,CiC,\ 
= A ib»)\c»i)Xab)(acf. iab){»,»iy~ 2A {a9,y{b»)\c»,)\ab){ac) ib&,)ic&,) 

-^{bc)\b9nc&,y+^ 
= AAi^»{abyiacyibay{ca,y - 2a {a9-y(b»,y{c»,y [{aby ic»,y- ^(o*,) 

Das zweite Glied dieser Formel hebt sich gegeu das dritte fort; setzt 
man im ersten statt A»^ seinen Werth -7-, so wird: 

* = ^iaby(ac)\b»yic»,y-\-^, 

und wenn man auf diesen Ausdruck nach einander die Formeln (15.), (17.) 
and (20.) des §.16 anwendet: 

= -i{PiB-{-p,AY (vgl. §.16, Formel (9.)) , 
also nach Formel (5.) des §. 6 der ersten Abtheilung 

(6.) J^ = CR{{p,A+p,B)'\\ 

wobei C eine noch zu bestimmende numerische Constante bedeutet. 



§. 18. 

Auflösung der Gleichung f = 0. 

Wir wollen uns nun der in §. 12 zweiter Abtheilnng angedeuteten Methode 
bedienen, um die Wurzeln der Gleichung f=0 mit Hülfe von dem Ausdruck 
4> zu berechnen, und wenden uns zu der Frage, wie die Coefficienten von 
der Form &y resp. die Grössen Sv beschaffen sein mQssen, damit die Discri- 
minante der transformirten Form verschwinde. 

Nennen wir die Wurzeln der cubischen Gleichung: 

(1.) P = ^W+ü-j = (vgl. §. 16, Formel (8.)) 

Journal fOr Mathematik Bd. LXXI. Heft 2. 24 
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SO wird: 

(2.) * = C{B-X,A]{B~X,A}{B-XjA]. 
Den einzelnen FactoreD von werden die verschiedeuen Schaaren 
von Formen & sowie die verschiedenen Wurzelpaare von der Gleichung 
^=0 entsprechen. Da bekannilicb die einem Factor der kubischen Resolvenle 
entsprechenden beiden Wurzelpaare der biquadraliscben Gleichung keine Wurzel 
gemein haben, so entsprechen auch die beiden Schaaren von Formen &, für 
welche derselbe Factor: 

B-l,A 
verschwindet, solchen Wurzelpaaren von f, die keine gemeinsame Wurzel 
besitzen. 

Wir können mitbin die Annahme machen, dass: 

dem ersten Factor B—liA die Wurzelpaare x^oh und XjXt, 

dem zweiten Factor B—kjA die WurzeJpaare x,X3 und 0:1X4, 

dem dritten Factor B—ljA die Wurzelpaare x,X4 und x^Xi 

eutprechen und sehen, dass diejenigen Functionen, welche zwei verschiedene 

der AusdrAcke B~liA verschwinden machen, zur Berechnung einer Wurzel 

im Sinne des §. 7, erste Abtheilung dienen. 

Aus der Formel (2.) ersehen wir, dass die allgemeinen Formeln des 
§. 12, zweite Abtheilnng in unserem Falle durch die folgenden ersetzt werden 
können : 

B~X,A = 0, 

^{B~ltA]iii~~{B-kA}x,X2+~{B~XiA\x] = 8il,d+4aU«^)' = 0; 

so dass, wenn man in diesen beiden Gleichungen fflr i zwei beliebige Indices 
setzt, die so entstehenden Formeln durch dieselbe Wurzel von /*= be- 
friedigt werden. 

Hit Hälfe der Idenlilflt ($. 10, Formel (3.), zweite Ablhl.) 

&l = ixiUxT]) 

en uliige Formeln in die folgenden aber: 

(3) I '''^"' '" ^^^^'' 

\ alata^+2l,ixi)ixri) = 0. 

Die erste unter ihnen bestimmt 1} ans S, welches willkflrlich bleibt, 
während die zweite nach passend eingesetzten Werlben von S und ij darch 
die Wurzeln von f idenliscb befriedigt wird. 
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(4-) . 



Ohne der Allgemeinheit der Untersuchung Eintrag zu thun, wollen 
wir nun: 

setzen, und der Kärze halber die Bezeichnung einföhren: 
Es wird dann 

tAr+a\{arf = Kr. 

oder 

Die letzte Formel fahrt uns auf die bekannte Auflösung der biquadra- 
tischen Gleichungen; eine jede Wurzel derselben genflgt drei Gleichungen 
der Form: 

±y*.,f—/i 

±V*,/— ■» 
ang deDen darch ■ Elimination von den Ausdrficlien 

folgt, dass der lineare Ausdruck 

verschwindet, mithin ein Factor der Form f ist. 

§. 19. 

Ueber die Invarianten J und Q. 

Die quadratischen und cubischen Formen besitzen keine andere In- 
variante als die Discriminante. 

Da wir die Transformalion derselben bewerkstelligt haben, so können 
wir diese Formen als fär unseren Zweck genägend untersucht ansehen. 

24» 
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Anders gestaltet sich die Frage bei den Formen vierter Ordnung. 
Dieselben besitzen ausser der Discriminante R noch die Invarianten • und j, 
die mit derselben durch die Relation verbunden sind: 

R = 1^-27/. 

Nachdem wir also in §.17 die Discriminante Jji der transformirten 
Form durch die einfachen Invarianten 

•', j, Ä, B, C 
dargestellt haben, so mässen wir auch die Invarianten J^ und ^r durch die- 
selben ausdrücken. 

Indess zeigt die obige Relation 

(1.) ^R = ^-273^5^, 

dass es genagt, die Invariante Jr direct in dieser Weise darzustellen, und 
dann 3^ aus dieser Gleichung zu berechnen. 

Die noch in dem Werth von Jr als Factor vorkommende numerische 
Constante wird hierbei so bestimmt werden mässen, dass der Ausdruck 

(2.) -.^^+/A = 2735, 
ein volles Quadrat in den Coefficienten von f und & wird. 

§.20. 

Hülfssatz. 

Bei der Bestimmung des Werths von J^ werden wir uns einer Hfllfs- 
formel bedienen, die wir vorerst ableiten wollen, um später den Faden der 
Untersuchung nicht zu unterbrechen. 

Es seien: 

u, f>, V) symbolisch u\y f>\, u>]c 
irgend drei quadratische Formen; wir stellen uns die Aufgabe, die Invariante 
i der biquadratischen Form 

durch die simultanen Invarianten 

Auuy A. . . . (2^öAbthl., §.9, Formel (1.)) 

auszudrücken. 

Bezeichnen wir zu dem Ende das Froduct der Formen o und u) sym- 
bolisch durch 
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SO wird: 

Ersetzen wir in dieser Formel die Variabein x und y 

erstens: durch die symbolischen Coefficienten der Formen von e und w, 
zweitens: durch die symbolischen Coefficienten der Form u^ 

so erhalten wir die Gleichungen: 

deren letztere für f> = v) = um die folgende äbergeht: 

. {u\uy = ^Ai^. 

Mit Hälfe dieser Formeln erhalten wir ffir die Invariante / der bi- 
quadratischen Form u^+2f)Wy nämlich 

den Werth: 

\J") ^U*+2VW = H [Aftu A,ju,f + »At,y A^-T Af^y Au,w • 



§. 21. 

BerecliDung der Invariante Jjt. 

Zur Bestimmung .der Invariante Jn gehen wir von der C/e6«cAschen 
Formel aus: 

Aus ihr kann mittelst der Formel (15,) des §.16 leicht die folgende 
Formel abgeleitet werden: 

Und wenn wir, was nach §. 10, Formel (5) zweiter Abthl. erlaubt ist, 

setzen, so folgt: 

Bezeichnen wir nun durch u, fo, w die Formen: 
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SO wird 

und mithin 

SO dass nur noch die Bestimmung der simultanen Invarianten der Formen 
u, Vy w flbrig bleibt. 

Die Invariante A^^ hat den Werth (vgl. §. 9, Formel (1.) und die 
§§. 10 und 16) 



= -^•^+41^-^1 =-|4c+tI 



Die Invariante A^v hat den Werth 

Für die Invariante A^^ ergiebt sich der Werth 

= 2ja\a] = -jB. 
Auf Shnliche Weise erhalten wir die Werthe 

A^u, = -45, 

2t 

Au/W ^^ * 0-/1. 

Fassen wir diese Werthe der simultanen Invarianten zusammen, so ergeben 
sich far die Theile von /^ die Formeln 

T \^uu Ayu/) ^^ "^ ^ 9 

2A,,A.^ = AB\jA-\-iB\, 
AuvAu,u, = ~i6jAB, 
nithia wird nach $. 21 Formel (1.) 

(1.) Jr = y^ - i2jAB+4iB' = 3(T,^^-T,^^ 
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§. 22. 

Berechnung der Invariante Qr. 

Zur Bestimmung von Qji bedient man sich, wie wir bereits §.19 an- 
gedeutet haben, der Formel 

^]i = ^^^^ = -{{r,B+T,Ayr-^{ip,B+pan. 

Die Formel 

zeigt nun, dass die rechte Seite in den Coefficienten von / und & nur dann 

ein volles Quadrat wird, wenn 

C = 4 

ist, dass dann aber 

(2.) Jjt = 4R{p^B+p2Ay = 4iJ !- A'j+iÄ'B-AB' \\ 

Das Vorzeichen von 3^ bestimmt sich aus der Formel (9.) des §.11 
der zweiten Abthl., welche zeigt, dass, falls die Invariante A»» = -j- ver- 
schwindet, 3ä = 64C>V und, da hier ^B = -Q ist, 

wird. 



§. 23. 

Ueber das Verschwinden von Invarianten. 

Wir haben uns oben in §. 18 die Fragen gestellt, wie man die Grössen 
S und T] in der Substitutionsgleichung 

(p}/{fi) = ^i{^Sy + ^2{xriy = 

bestimmen müsse, damit die Discriminante Jji der transformirten Gleichung 
verschwinde. 

In ähnlicher Weise wollen wir die Fragen beantworten, wie man ^ 
und 7] bestimmen müsse, damit die Invariante Jjt oder ^^ verschwinde. Das 
Verschwinden von Jji bei einer quadratischen Transformation hat schon Herr 
Hermite (Comptes rendus, tome 46 pag. 961) untersucht; doch ist seine qua- 
dratische Substitution dadurch beschränkt, dass für eine der Functionen l, m 
eine Constante gesetzt ist 
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Im Fall Jr = lässt sich die transformirte Gleichung stets durch eine 
lineare Subsüintion auf die Modulargleichang fflr die Transformationen dritter 
Ordnung der elliptischen Functionen zurflckfQhren. 

Im zweiten Falle, wo Qjt verschwindet, kann sie mittelst quadratischer 
Gleichungen gelöst werden. 

§. 24. 

Fall J>i = 0. 



Wird 



80 wird 



und wenn man 



(1.) Jr = |-^*- l2jAB+ Aiff = 0, 
(2.) B = ^ji±/^|, 



settt, 



(4.) B = qÄ, 

(5) y- 12je+4ip' = 0; 

und da A und B dieWerthe ^ = -2(^)% B = -2a\a\ nach §. 17, Formel 
(2.) und (3.) hesilzen, 

(6.) a\o\ = p(sV. 
Wir verfahren nun ehenso wie in §.18 und hedienen uns derselhen 
Bezeichnungen, nfimlich 

,ft, j «HA 4 = ^> 

\a\ a V = fxy ^\ ^x = ^x' 

Kh goht dann Ähnlich wie in §.18 die Formel (6.) in folgende Ober 

|)n bei dieser Substitution 

UO.) A^-%r, B = -2Qf 

tut, ito wordon die Invarianton der transformirten Form 




Oordan, InoariatUm bei höheren TransfomuUionen. 193 

z/« = 64/«|-(,^+i.(i-4j' = 64Är^- 

Man hat daher folgenden Satz: 

Mittekt der quadratischen Substitution 



<p = z, {xSy+ z, [a|a,+ {xi) ]/^ a\ \j ± f^\ -z/|] (^ willkürlich) 

geht die Form f in eine Form r* = Rf^ über, voelche die Inearianten besitzt 

Jr = 0, 

3.= (a|)3-«|-5±y/^|, 



^. = (ai)«i?^i i± /i^r- 



§. 25. 

Fall 3fÄ = 0. 

Wir gehen zu dem letzten Falle Aber, wo 3^ verschwindet. 
Sind jTi) ^2) jTs die drei Wurzeln der cubischen Gleichung 

(1.) Q{9) = -Sjg'+^g^^2ijg+(2f^^)=^0, 
80 wird 

und wenn man für B und A wieder ihre Werthe setit, 

Durch die Substitution 

Vi = — öf^+^i^M 

erhalten wir 

nnd mithin durch analoges Verfahren wie im vorigen Paragraphen den Sali 

iouaal fOr Mathematik Bd. LXXL Heft 9. 25 
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Mittebt der quadratischen Substitution 

geht die Gleichung f=0 in eine Gleichung über, deren Invarianten sind 

»Ä = 0, 

^« = 64 Ä/«j-i^+ 4^.-41', 

wobei Qi eine Wurzel der cubischen Gleichung (1.) bedeutet. 
Giessen, den 14. Januar 1868. 
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lieber die Methode ^ die Ordnungszahl einer Curve 
zu finden^ welche durch zwei projectivische 

Curvenbüschel erzeugt wird. 

(Von Herrn A. Olivier in SchaiFhausen.) 



XJas Verfahren, die Ordnung desjenigen Ortes zu bestimmen, der 
durch die Durchschniltspunkte der correspondirenden Curven zweier projecti- 
vischen Curvenbüschel der w^®" und n'®" Ordnung erzengt wird, beruht be- 
kanntlich auf folgenden Schlflssen. 

Man sagt, die beiden projectivischen Curvenbüschel erzeugen auf einer 
beliebigen Transversale zwei projectivische Involutionen, bezflglich von der 
m^^ und «*«" Ordnung, welche (m+n) gemeinschaftliche Punkte besitzen. 
Auf der gegebenen Transversale liegen demnach (m+n) Punkte, durch welche 
je zwei entsprechende Curven der beiden Curvenbüschel hindurchgehen, also 
auch (m+n) Punkte des durch die beiden Büschel erzeugten Ortes. Dieser 
Ort ist demnach eine Curve der {m+n)^^ Ordnung. 

Nach dieser Methode hat zuerst Poncelet (Analyse des transversales, 
p. 29) die Ordnung eines geometrischen Ortes bestimmt. 

Für die synthetische Geometrie ist diese^Methode, die Ordnungszahl 
einer Curve zu finden, in so fern nicht genügend, als der Beweis, dass zwei 
projectivische Involutionen der m^^ und fi*®° Ordnung in einem geradlinigen 
Träger {m+n) gemeinschaftliche Punkte besitzen, bis jetzt, so viel ich weiss, 
geometrisch noch nicht geleistet worden ist; daher kann auch der obige Beweis 
für die Ordnungszahl einer Curve nicht als ein geometrischer angesehen werden. 

Dieser Forderung genügt aber vielleicht die folgende Darstellung. 

Es seien (B^B^) und {C^C^) die beiden Curvenbüschel, bezüglich von 
der m^^^ und is^° Ordnung, mit den entsprechenden Elementen 

B' und C; B" und C%- . . . ß' und C; 

Die Basis des Büschels {B'B^) sei 

und die Basis des anderen Büschels (C^C^) 

C| C2 V3 * • • ^A* • 

35 
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Der' durch die Durchschnittspunkte der entsprechenden Elemente erzeugte Ort 
geht zunächst durch die sämmtlichen Basispunkte 

6162 63 • • • 6^«; C| C2 C3 . . . c,i, 

weil jeder dieser Punkte auf allen Curven des einen BQschels, und auf einer 
einzigen Curve des andern Bfischels liegt. 

Sei nun B'' eine beliebige Curve des Büschels {B^ff) der m^ Ordnung, 
so wird dieselbe von der entsprechenden Curve C des Curvenbüschels (CC^) 
der n^^^ Ordnung in m.n Punkten geschnitten, welche auch dem erzeugten 
Ort angehören. Die Curve B' wird deshalb von dem erzeugten Ort zu- 
sammen in 

m^+mn = m(m+n) 

Punkten geschnitten, weil die m^ Basispunkte 

616263* ••&»•? 
wie bemerkt, auch noch beiden Curven gemeinschaftlich angehören. Schneidet 
aber ein Ort eine Curve der m^^ Ordnung in m{m+n) Punkten, so .schneidet 
derselbe eine beliebige Transversale in (jn + n) Punkten und ist also von der 
{m-\-ny^^ Ordnung; was zu beweisen war. 

SchaGThausen, im October 1869. 
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Beweis des Satzes^ dass eine einwerthige mehr als 
Sitfach periodische Function von n Veränderlichen 

unmöglich ist. 

(Auszug aus einem Schreiben Riemanm an Herrn Weiersirass,) 



Den Beweis des Satzes, auf welchen Sie neulich die Unter- 
haltung lenkten, dass eine einwerthige mehr als 2isfach periodische Function 
von n Veränderlichen unmöglich ist, habe ich im Gespräch wohl nicht ganz 
klar ausgedrückt, auch nur die Grundgedanken angegeben ; ich theile ihn Ihnen 
daher hier noch einmal mit. 

Es sei f eine 2iifach periodische Function von n Veränderlichen 
a?i, fl^l, ... x. und — ich darf wohl meine Ihnen bekannten Benennungen 
gebrauchen — der Periodicitätsmodul von Xy fflr die fi^ Periode a^ . Es lassen 
sich dann bekanntlich die Grössen x in die Form 

(Ty = -Z aj;?» für y = 1, 2, . . . n 

setzen *), so dass die Grössen S reell sind. Lässt man nun die Grössen S die 
Werthe von bis 1 mit Ausschluss eines von diesen Grenzwerthen durch- 
laufen, so hat das dadurch entstehende 2isfach ausgedehnte Grössengebiet die 
Eigenschaft, dass jedes System von Werthen.der n Veränderlichen einem und 
nur einem Werthensysteme innerhalb dieses Grössengebiets nach den 2n Modul- 
systemen congruent ist. Ich werde, um mich später kürzer ausdrücken zu 
können, dieses Gebiet ^das bei diesen 2n Modulsystemen periodisch sich 
wiederholende Grössengebiet^ nennen. 

Hat die Function nun noch ein 2ii+l^ Modulsystem, welches sich 
nicht aus den 2n ersten Modulsystemen zusammensetzen lässt, so kann man 
die einem Grössensysteme nach diesem Modulsysteme congruenten Grössen- 
Systeme auf innerhalb dieses Gebiets liegende nach den 2n ersten Modulsystemen 
ihnen congruente zurückführen und dadurch offenbar beliebig viele innerhalb 



*) Dies ist nicht immer der Fall, sondern nur, wenn die 2» Gleichungen, durch 
welche die Grössen i bestimmt werden, von einander unabhängig sind; die Ausnahmen 
sind aber leicht zu behandeln. R. 
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dieses Gebiets liegende und nach den 2n+i Modulsystemen einander con- 
gruente Grössensysteme erhalten, wenn nicht zwei von den nach dem 2n+i^^ 
Modulsysteme congruente Grössensysteme auch nach den 2n ersten Modal- 
systemen congruent sind. In diesem Falle wärden zwischen den 2n+i 
Modulsystemen n Gleichungen von der Form 

worin die Grössen m ganze Zahlen wären, stattfinden, und folglich, wie ich 
später zeigen werde, die 2n+i Modulsysteme sich aus 2n Modulsystemen 
zusammensetzen lassen. 

Man theile nun fflr jede der Grössen § die Strecke von bis 1 in 9 
gleiche Theile, wodurch das bei den 2n ersten Modulsystemen periodisch 
wiederkehrende Gebiet in q^ Gebiete zerfällt, in deren jedem sich die Grössen 

§ nur um — ändern. Offenbar müssen dann von mehr als 9" nach den 2n+l 

Modulsystemen einander congruenten und in jenem Gebiete liegenden Grössen- 
Systemen nothwendig zwei in dasselbe Theilgebiet fallen, so dass sich die 

Werthe derselben Grösse § in beiden keinenfalls um mehr als — von ein- 

q 

ander unterscheiden. Die Function bleibt also dann ungeändert, während keine 

der Grössen f um mehr als — geändert wird, und ist folglich, da q beliebig 

gross genommen werden kann, wenn sie stetig ist, eine Function von wenigei 
als n linearen Ausdrucken der Grössen x. 

Es ist nun noch zu zeigen, dass sich 2n+i Modulsysteme, zwischer 
denen die n Gleichungen 

;i=2fi-t-l 

2; a:m. = 

Stattfinden, aus 2n Modulsystemen zusammensetzen lassen. 

Man kann zunächst leicht beweisen, dass sich zu einem Modulsysteme 

^ a^m^ = bl^ worin die Grössen m ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen 

Theiler sind, immer 2is— 1 andere Modulsysteme 629 ^39 • • • ^2« so finden 
lassen, dass Congruenz nach den Modulsystemen a mit Gongruenz nach den 
Modulsystemen b identisch ist. Es seien $1 der grösste gemeinschafllicho 
Theiler von m^ und 1712 und a, ß zwei der Gleichung 

ßtni — (xm2 = Ol 
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genügende ganze Zahlen. Setzt man dann 

alfWi + aJuh = CiOi 
nnd 

so hat man 

Es lassen sich also auch umgekehrt die Modulsysteme Oi und Oj aus den 
Modulsystemen b2n nnd Ci zusammensetzen, und folglich ist Congruenz nach 
jenen mit Congruenz nach diesen gleichbedeutend. Man kann daher die Modul- 
Systeme Oi und 02 durch die Modulsysteme Ci und 62» ersetzen. Auf dieselbe 
Weise kann man nun, wenn $2 der grösste gemeinschaftliche Theiler von 0^ 
und nh ist, die Modulsysteme Ci und (h durch das Modulsystem 

und durch ein Modulsystem 62n.i ersetzen. Durch Fortsetzung dieses Ver- 
fahrens erhält man offenbar den zu beweisenden Satz. Der Inhalt des periodisch 
sich wiederholenden Gebiets ist fär die neuen Modulsysteme b derselbe wie 
für die alten. 

Mit Hülfe dieses Satzes lassen sich in den n Gleichungen 

die 2it ersten Modulsysteme so durch 2n neue 6|, 62 ^ • • • &2n ersetzen, dass 
diese Gleichungen die Form 

annehmen, worin p und q ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler sind. 
Sind nun y, ä zwei der Gleichung 

pd+qy = 1 
genügende ganze Zahlen, so lassen sich offenbar die beiden Modulsysteme 61 
und 02«+! durch das eine Modulsystem yb\+fia2n^i = —^^ = — ersetzen. 

Sämmtliche Modulsysteme, welche sich aus den Modulsystemen ai, 02, ... a2»+i 

6*' 
zusammensetzen lassen, können also auch aus den 2n Modulsystemen —,629 

&s,...62i» zusammengesetzt werden, und umgekekrt. Der Inhalt des periodisch 

wiederkehrenden Gebiets betrügt für diese 2n Modulsysteme nur — von dem 
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für die 2n ersten Modulsysteme a. Hat die Function nnn ausser diesen Modul- 
Systemen noch ein durcii ähnliche ganzsahlige Gleichungen mit ihnen ver- 
bundenes, so lassen sich wieder 2is neue Modulsysteme finden, aus welchen 
sich alle diese Modulsysteme zusammensetzen lassen, und der Inhalt des perio- 
disch sich wiederholenden Gebiets wird dabei wieder auf einen aliquoten 
Theil reducirt. Wenn dieses Gebiet unendlich klein wird, so wird die Function 
eine Function von weniger als n linearen Ausdrücken der Verfinderlichen und 
zwar von n— 1 oder n— 2 oder n-^m, je nachdem nur eine, oder zwei oder 
m Dimensionen dieses Grössengebiets unendlich klein werden. Soll dies aber 
nicht eintreten, so muss die Operation schliesslich abbrechen, und man wird 
also zu 2n Modulsystemen gelangen, aus welchen sich sfimmtliche Modulsysteme 
der Function zusammensetzen lassen. 

Göttingen, den 26. October 1859. 
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Beitrag zur Bestimmung von ^(0,o,...0) durch die 
Klassenmoduln algebraischer Functionen. 

(Von Herrn J. Thomae in Halle.) 



Xn einem kleinen Aufsatze Bd. 66 dieses Journals habe ich dlgS'{0^0^...0) 
als ein Differential der Klassenmoduln dargestellt. Die Integration dieses Aus- 
druckes kann ich nur für den Fall ausführen, in welchem die p Variabein 
der Function 

(worin die Summationen im Exponenten sich auf fi und /ti', die äussern Sum- 
mationen auf mi^ n^^ - > - mp beziehen) die p überall endlichen Integrale alge- 
braischer nur zweiwerthiger Functionen sind. Die Ausführung der Integration 
für diesen Fall habe ich, wenn p = 2 ist, bereits in einer im März des Jahres 
1865 zu Halle gedruckten Abhandlung (später auch in der Schlömilchschen 
Zeitschrift für Math, und Phys. Bd. 17, pag. 427) geliefert. Es ist jedoch 
wünschenswerth, für den ausführbaren Fall nicht bloss die Methode, sondern 
völlig fertige Resultate zu haben. Deshalb wird in der nachfolgenden Ab- 
handlung i9^(0^ 0, ... 0) nebst mehreren andern Constanten als Function der 
Verzweigungswerthe einer 2p +i fach zusammenhängenden Riemannschen Fläche 
T dargestellt, wenn diese eine Ebene nur zweifach überall bedeckt. Riemann 
nennt 2p— i dieser Verzweigungspunkte die Moduln einer Klasse gleich- 
verzweigter Flächensysteme, oder algebraischer wie jene verzweigter Functionen, 
weshalb d(0, 0,...0} als Function der Klassenmoduln angesehen werden kann. 
Ich werde im Folgenden mit (R. pag.) die Riemannsche Abhandlung über 
Abehche Functionen Bd. 54 citiren und die dort angewandte Bezeichnung über- 
all beibehalten. 

Der erste Artikel enthalt nun die Beschreibung und Bezeichnung der 
unsern Untersuchungen zu Grunde liegenden Fläche T^ welche von 2p + i 
fachem Zusammenhange ist, aber eine Ebene nur zweifach überall bedeckt, 
und es werden darin die Werthe der p von einander unabhängigen Integrale für 
die 2p + 2 Verzweigungspunkte tabellarisch aufgestellt. Diese Integrale ent- 

Joamal fflr Mathematik Bd. LXXI. Heft 3. 26 
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halten je eine willkürliche additive Constante. lieber diese Constanten wird 
im zweiten Artikel eine Verfügung getroffen, welche für die Darstellung Abel- 
scher Functionen durch jene Integrale mittels der i9- Functionen besonders 
bequem ist. Im dritten Artikel wird gezeigt, dass jedes Integral zweiter 
Gattung dargestellt werden könne mittels nach den Verzweigungswerthen ge- 
nommener Differentialquotienten der Integrale erster Gattung, und durch alge- 
braische Functionen. Durch Vergleich der directen Darstellung mit der durch 
d- Functionen ergeben sich brauchbare (für den Fall p = i von Jaeo6t Funda- 
menta nova pag. 74 in anderer Weise gefundene) Relationen zwischen den 
Differentialquotienten der Moduln der ^-Functionen und Feriodicitfitsmoduln 
der überall endlichen Integrale. Im vierten Artikel wird i^ (0, 0, . . . 0) als 
Function der 2p+2 Verzweigungswerthe vollständig dargestellt. Daran schliesst 
sich im folgenden Artikel in einfacher Weise die Bestimmung von 

p j 

wenn h^, g^ beliebige ganze Zahlen sind. Es soll aber der Ausdruck 

kurz eine gerade t9- Function genannt werden, wenn 

i(,,A,^, = (mod. 2) 

ist, und eine ungerade, wenn 

^i,A9, = 1 («^od. 2) 

ist. Im fünften Artikel sind für verschwindende Argumente sfimmtliche gerade 
^-Functionen, soweit sie nicht verschwinden, als Functionen der Verzwei- 
gungswerthe bestimmt, und es wird eine Relation abgeleitet zwischen geraden 
^-Functionen und der Functionpldeterminante \on p ungeraden ^-Functionen 
für verschwindende Argumente. Ausserdem enthält dieser Artikel noch die 
Darstellung einer Klasse in T zweiwerthiger (^Abelschev) Functionen durch 

i9'- Quotienten. Wäre diese Relation (14.), bei deren Herleitung die ^2 
Moduln der i9-Function nur eine 2p —1 fache Variabilität besitzen, auch noch 
für beliebige Moduln gillig, 80 würde durch dieselbe i^(0, 0, ...0) in jedem 
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Falle als Function der Klassenmoduln leicht bestimmbar sein, der Beweis der- 
selben für den allgemeinen Fall ist mir jedoch nicht gelungen. Der sechste 
Artiicel stellt die partiellen Differentialquotienten der ungeraden ^-Functionen 
fflr verschwindende Argumente durch die Verzweigungswerthe dar, so weit 
diese Differentialquotienten nicht selbst verschwinden. 

Der Kürze wegen bemerken wir hier gleich noch, dass in dieser Ab- 
handlung unter \xxi*\ oder \x[^'^\ und ähnlichen Ausdrücken die Determinanten 
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ip 
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und ähnliche verstanden werden, und dass wir mit dem Differeutialzeichen d eine 
partielle oder rein formale Differentiation andeuten wollen. Ferner wollen wir 

mit /7(^)(9>((>)) das Froduct <p{i).(p{2)...<p{n) bezeichnen; wenn aber in dem- 

n H 

selben der Factor (p{v) fehlt, also für /7(^)(9>(p)):y(y), wollen wir n^^]<p{Q) 
schreiben. 



1. 

Mit T bezeichnen wir eine 2p+lfach zusammenhängende iZiefnaiiiische 
Fläche, welche die die Werthe der complexen Variabeln a repräsentirende 
Ebene überall zweifach bedeckt, und sich um die 2p-f2 Verzweigungspunkte 



»1 , ^2 , 



k^ 



P+19 



np-{-2 



hemm aus einem Flächenblatte in das andere fortsetzt. Jeder Punkt e von 
T kann dann als Repräsentant eines zusammengehörigen Werthepaares der 
Grösse a und der zweiwerthigen Function derselben 



2p4-2 



angesehen werden. Wir denken uns, dass die Fortsetzung des einen Blattes 
der Fläche T in das andere längs Linien stattfinde, welche zwischen ki und 
ik), zwischen ^3 und Ar«, ... zwischen k^^^i und Ar,^, ... zwischen k,j,^i und 
^p^i so gezogen sind, dass sie sich weder selbst, noch unter einander schneiden. 
(Cf. umstehende Fig.) Die Zerschneidung der Fläche T führen wir nach der von 
RiemaHn im Art. 19 der ^6e/schen Functionen (72. pag. 143) gegebenen Vor- 
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etc. otc. 




^^...+. 



^ 

-J^ 






Schrift aus. Dies kann auf unendlich viele Arten geschehen, und es entspricht 
der Uebergang von einem Schnittsystem zu einem andern je einer linearen 
Transformation der ^-Functionen und umgekehrt; bei der hier getroffenen 
Wahl sind besondere Gesichtspunkte nicht massgebend gewesen. 

Wir ziehen um Ati, k^ herum eine in sich zurücklaufende, immer in 
einem Blatte der Flache T bleibende und diese nicht zerstückelnde Linie bi 
und fähren dann einen Querschnitt Oi von der positiven (Innern) Seite von 
bi auf die negative zum Anfangspunkte zurück, indem wir ai über die Linie 

kik2 in den andern Flächenast, und von da, die Verzweigungspunkte ki^k^^... 

*2p+i zur Linken lassend, über die Linie Ar2p+,Ar2p+2 in den ersten Flächenast zurück- 
führen. (In der Figur sind die Linien in dem einen Blatte durch unterbrochene Striche, in dem 
andern durch Punkte, die beiden zugleich angehörenden durch einen continuirlichen Zug angegeben.) 

Ganz ebenso ziehen wir in demselben Blatte, in welchem bi liegt, um &3, Ar« 
herum eine geschlossene Curve 629 welche Oi, 6| nicht trifft, und die Fläche 
T nicht zerstückelt. Von dem positiven Ufer dieser Curve führen wir einen 

Querschnitt 02 über die Linie k^k^ in den andern Fläcbenast, von da Ober 

die Linie k2p^ikip^2 in das erste Blatt und auf das negative Ufer zum Anfangs- 
punkte zurück, so dass bei der ganzen Führung ai zur Rechten, die Ver- 
zweigungspunkte Ar«, Ars, ... k^^^i zur Linken geblieben sind. Weiter führen 
wir um Ars, k^ herum eine geschlossene T nicht zerstückelnde Curve 63, welche 
mit 61, 62 in demselben Blatte von T liegt, und ai, 02*, 61, 62 nirgend trifit. 
Von dem positiven Ufer von 63 führen wir, €h immer zur Rechten, Ai^, &;, . . . A^p^i 
zur Linken behaltend, einen Querschnitt 03 über die Linie Ars Are in das andere 
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Blatt und von da Ober die Linie k'ip^ik2p^2 in das erste Blatt zum Anfangs- 
punkt auf das negative Ufer von 63 zurück. Und so fahren w^ir fort, bis viir 
p Systeme Oi, bi\ ch^ ^2; • •• Op^ b^ gezogen haben und ein ähnliches nicht 
mehr möglich ist. Verbinden wir nun noch ai durch eine T nicht zer- 
stflckelnde Linie Ci mit 62 ? (h durch C2 ebenso mit 63 etc., a^^i durch Cp.| mit 
bp^ so ist durch das System der Linien a, b, c die Fläche T in eine einfach 
zusammenhängende T' der Art zerschnittea, wie es Riemanns erwähnte Vor- 
schrift verlangt. 

Es existiren nun p (und nur p von einander unabhängige) überall 
endliche und stetige in T' einäudrige Functionen, die sich zu beiden Seiten 
der Querschnitte a, b um längs je eines derselben constante Grössen, welche 
Feriodicitätsmoduln heissen, unterscheiden, zu beiden Seiten der Linien c aber 
dieselben Werthe annehmen. Es sind dies die p Integrale 

«'i(«.«)=y— ^ «'2(«,«)=y-y-, . . . «Pp(«,a)=y — -^ — 

Es sei ir^ auf dem positiven Ufer von a^ um den Feriodicitälsmodul A^^"^^ 

auf dem positiven Ufer von by um den Feriodicitätsmodul £^*'^ grösser als 

/»."—' dz 
genommen über 

den Querschnitt b^^ und ^^''^ dasselbe Integral genommen über den Querschnitt 
a^^ was wir durch Anhängung von b^ bez. a^ wie eine untere Grenze andeuten. 
Aus den Grössen iti, 1^3, ... ir^ setzt man leicht p solche überall 
endliche Integrale ti|(«^J5), v^iß^z)^ ... u^{s^z) zusammen, die an je einem 
der Querschnitte »i, o^, ... a^ den von Null verschiedenen Feriodicitätsmodul 
vitj an den anderen von ihnen aber den Null haben. Setzt man nämlich 



a^") = in 
so ist der Ausdruck »„(«,2) oder 



8/i^^ 



eine Function, welche am Querschnitt a^ den Feriodicitätsmodul in, am Quer- 
schnitt a^. {fi' ^ fi) den Null hat. Am Querschnitt b, aber hat »^ den Perio- 
dicitAtsmodul 

Beim Uebergange aber die Linien c ändern sich diese Integrale stetig. 
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Lassen wir nun zunächst die additiven Constanten in tii, 112, . . . »p 
unbestimmt, und setzen 

2fi^(0, *i) = x^+a^i, 

so findet man die Werthe, welche tii , tis , ... tip in den Verzweigungspunkten 
annehmen, leicht durch die Ueberlegung, dass das Integral u^, auf dem Wege 
von einem Yerzweigungspunkte zum folgenden um ebenso viel in dem einen 



in dem andern Blatte, 
Jn der folgenden 



Blatte wächst, als rflckwärts auf dem congruenten Wege 

und dass der ganze Zuwachs ein Periodicitätsmodul ist 

Tabelle sind diese Werthe in leicht übersichtlicher Weise zusammengestellt: 

2wx— a?!, 2w2— 0^2 9 . . . 2u^—Xf,y 



kr. 


»IM 


«IM 


&.; 


Oii+in, 


(hii 


*3; 


a,i+i7i. 


(hii 


A4; 


On+in, 


Oji+«7I, 



... 



a 



>iM 



a 



• • • 



• • 



a 



>2 9 



a 



>2 9 



• * • 



a 



fdfi> 






*2p-i; 

*2p9 
»2p+2 i 






«TT, 

0, 



0, 



a^p+«:7r, 
in, 

0, 



2fip— a?p 



a 



öpi 

«p2 

Öp2 



a 



»A« 



a, 



Pf* 



• Opp+i^ 
in 

0. 



Es ist nun fflr unsere Untersuchungen von Wichtigkeit, zu zeigen, dass 
die Function ^(t?i,t?2? ••• ^pX wenn für die Moduln ..., o^^,, ... in ihr die 
gleich bezeichneten Periodicitätsmoduln der Integrale Ui^ ti2, ... u^ gesetzt 
werden, sich dem Werthe 1 nähert, wenn der Verzweigungspunkt &2 an fti, 
A4 an Atj , . . . Ar2p an ii2p.i unendlich nahe gerflckt wird. In diesem Falle bleiben 
die Integrale iti, 1^2? • • - ^p^ Aber die Querschnitte 6|, 629 •• • &p erstreckt, 
endlich, und zwar nimmt nach dem Cafie%schen Satz A^^^ den Werth an 

^> =. /• , — 

by ]f(z — fep+i) • (* — fep+2) . /7(e) (* — *2e-0 



__ « 

y (A2y— 1— fep+j) CA2K— l — &2p+2) . jÖ(^) (fe»»-! — fe^l) 



J. Thomae, Beilrag zur Theorie der &~ Functionen. 



207 



und daraus ergiebt sich für die Determinante \A[^'^\ der durch die folgende 
Gleichung bestimmte Werth: 



<1 • /^(„)((*2p+l- V0(fep+2-fee-0) 



1 



(2m> 




1 '•2p— 1 ^2p— 1 



Die Integrale J?^''^ aber wachsen ins Unendliche, wenn man jenes Zusammen- 
rflcken der Verzweigungspunkte vornimmt. Aber die Verhältnisse der Grössen 
B^\ BS;\ ... B^^\ wenn &, = Äx+^i, K^k, + J^, ... &2p = Vi+^p ge- 
nommen wird, können durch geeignete Wahl der Verhältnisse der ins Un- 
endliche abnehmenden Grössen ^x, ^2? ••• ^p beliebige sein, während die 
Grenzwerthe der Grössen A^^^ von diesen Verhältnissen nicht abhängen. Nun 
hat man {R. pag. 144) die Relation 

woraus sich mit Rücksicht auf die Willkürlichkeit der Verhältnisse fii,*>:fil?^:fi?> ... 

f* r* r* 

und der Constanz der Grössen A^ß^ die Verhältnisse ergeben 

B^^:B^^}^Af:A^P oder fi<?> = /(v) . ^(e) 

für verschwindende ^i, ^29 ••• ^p- Daraus folgt unmittelbar, dass für ti^fi' 



a^^' = »"-f(.) 



^4"^ 



.^^') 
"v 



(iO 






im Yerhältniss zu den Grössen 






r(e) 



dA<f^ 



= i7ifi''\ 



weil die Grössen ^^'^ ^^^^, . . . f^''^ in endlichen Verhältnissen zn einander 
stehen, wenn die Verhältnisse ^,, J^^ ... ^^ endlich sind, verschwindend 
klein sind. Bei Annahme solcher endlichen Verhältnisse, (welche übrigens 
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nicht nöthig aber bequem ist) sieht man sofort ein, dass die pfach unendliche 
Reihe für ^ («i , ^2 ? • • - ^p) sich auf das Glied der Ordnung Null, also auf die 
Zahl 1 reducirt. 

2. 

Setzt man für die Variabein der ^-Function 9|, ^29 ••• ^p hez. die 
Grössen 

und für die Moduln die Periodicitälsmoduln . . ., a^^«^ ... der Integrale tii, 
1^2, ... Up^ so kann man die in den letzteren noch willkürlich gelassenen 
CoDStanten auf eine und nur eine Weise so bestimmen, dass '9(<'i,<?29 ••> «'p) 
in den Punkten («i,äi), («29 «2)9 ... i^p^^p) der Fläche T verschwindet. Die 
Mittel zu dieser Bestimmung hat Riemann im Art. 23 seiner ^6e/schen Functionen 
(A. pag. 148) angegeben. In unserem speciellen Falle lautet die dort ge- 
gebene Vorschrift dahin, dass ^(t?i, »29 ••• «p) verschwinden muss, wenn ..., 

0>-i) 

r^, ... durch die Summen . . ., -Zw^(0, &^), . . . ersetzt werden, worin die 

Summation über jede beliebige Combination von p—i Verzweigungswerthen 
k^ zu erstrecken ist, und gleichzeitig muss 

(2'f\(0,Ä,), 2'S\(0,&,), . . . 25\(0,Ä,)) = (0,0,...0) 

nach den 2p Modulsystemen der Functionen u sein. Aus diesen Bedingungen 

geht hervor, dass x^ in der Form _. ^(,,)(^^'fl^g+y^ _. enthalten sein 

muss, wenn (T^, y^ ganze Zahlen sind. Bildet man die Summen der Werthe 
von ..., 2«i^(«^ä), ... für p— 1 Verzweigungspunkte, so erhält man mit Hilfe 
der Tabelle des ersten Artikels Ausdrücke von der Form 

p 

und setzt man die Hälften dieser Summen für die Variabein, ..., v^^ ... 
in die Function ^(..., <?^^ ...) ein, so verschwindet diese nach einer in der 

Einleitung gemachten Erinnerung dann, wenn JS^^^h^g^^i (mod. 2) ist. Es 
müssen daher die Grössen y^^ d^ so bestimmt werden, dass diese Forderung 
erfüllt ist. Wir bezeichnen nun die Summe 
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mit üj^^ und setzen 

f-3+y,=^i, p-4+y2=^2, ..., l+yp-3=^p^9 yp-2=^p-2,yp-i=fl^p-n rp=^p9 

so finden wir 

worin 0^4.1 =0 zu setzen ist, wenn die Gleichung für r=p'\-l gebildet wird, und 
Ä^=l fflr fi^y, ö^=0 für ^^>r und für v=p+i zu nehmen ist. Ferner ist 

worin €;i=l für /^^p— 2, €^ = für fi^^p—X^ p zu setzen ist. Weiter ist 

worin i/i = 1/2 = ••• = Vp-i = I9 ^p = ist. Endlich ist 

(D.) 21/;'''+») = i(,,A,a,,+ i7ri7^ + w. 

Da nun ^^C- .., t/£^\ . . .) verschwinden muss, so folgt aus {A.) für 
r = p+\ zuerst die Bedingung 

-f(e)Äe^^ = l (mod. 2), 

und wenn man dies in Rücksicht zieht, für jeden andern Werth von r 



r 



'f(e)Af+^x = l (raod. 2) 

ond hieraus, wenn die Congnienz von der, in welcher v+i statt v gesetzt 
ist, abgezogen wird, 

(»•) 9y+t—9r^K+i (mod. 2). 

Aus (B.) folgt 

-f (?) A? + 9p-i = (mod- 2), 

ans (C.) und (D.) 

'^\,yh^+9p = (mod. 2), i*, = (mod. 2) , 

und aus diesen Congruenzen zieht man durch sehr einfache Combinationen die 
Resultate 

{b. ) gp ~ ^y_j = Ä^ = Äp_, = 1 {mod. 2) , ^,_j = (mod. 2). 

Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 8. 27 
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Setzen wir nun weiter 

so ist 

worin 

Cl = S2 = ••• = Cv-l = 2, Cy = ^^+1 = ... = ^^_3 = 1, Cp., = Cp-1 = ^j» = 

ist. Da nun t^(. .., F^^^...) verschwindet, so folgt hieraus, wenn y^p— 2 
ist, mit Vernachlässigung ganzer Multipla von 2 

g, = i+hy+hy+i + -'+hj,^2 (mod. 2), 

woraus wieder folgt 

(c) 9r^i-9y = K (mod. 2) , 

und für r=p-^2 hat man Ap-2^5i,-2— 1 und nach (6.) Ap_2^0 (mod. 2), also 

Ai ^ A2 ^ • • • ^ Äy_2 ^ 0, hp^i ^ Äp ^ 1 
und durch (c.) 

gp^2y^i ^ 0, grp_j^ == 1 (mod. 2). 

Hieraus schliesst man, dass fflr die Zahlen y^, d^ dieWerlhe gewählt werden 
können : 

J, = J, = ... = J^ = 1, y^r^l, yp_i = 2, . . ., yi=p, 

und man erhält hieraus fflr die Integrale u in den Punkten A| die folgenden 
Werthe*): 

2fii(O,*0 = — ^^ + 7ZT-f(0^^«+^"' 

2ti,(0,&0 = ^^^l'"" +-L,i^^^a2,+a2i, 

2ti,(0,*,) = ^Pzy^i:^ 



2ti^(0,&0 = — j^*:^^^ — +-jjzTi(?)«Pc+«pi- 



*) Dieselben Anfangswerthe sind auch von Herrn Neumann gewählt worden. 
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3. 

P 

Ist nun wie früher t?^ =«^ («,«)— -£(p)W^(«^,«^), so ist 

dz 

als Function von {Sy,&y) in T einwertbig, nimmt zu beiden Seilen der Linien 
c und der Querschnitte a denselben Werth an und ist auf der positiven Seite 
des Querschnittes 6« um 

dz 1^0 8 

grösser als auf dem negativen^ und wird im Punkte {s,z)^ der durch e be- 
zeichnet werden soll, unendlich gross wie —^ — , und ist sonst in T' fiberall 

stetig und endlich. Durch diese Eigenschaften ist aber eine solche Function, 
die wir mit 

bezeichnen, bis auf eine von Zy unabhängige additive Constante schon bestimmt, 
wenn auch der Werth der Periodicitätsmoduln an den Querschnitten 6i, 63, ... b^ 
nicht gegeben ist; weil die Differenz zweier solcher etwa vorhandener ver- 
schiedener Functionen in T' allenthalben stetig sein würde und an p Quer- 
schnitten den Feriodicitätsmodul Null hätte, folglich constant sein müsste. Nun ist 

dUj,(Sy,Zy) 

ein in T' eiuwerthiges Integral, welches nur für ä = ä^ in der ersten Ordnung 
unendlich gross wird, aber sonst in T und beim Uebergang über die Linien 

c und a stetig ist, und mit ^iSy—k^ multiplicirt für Zy=k^ den Werth annimmt 

lim y^:=j;) . ^"f' '-> = - i,^, ..J^"^ ' 

Man kann daher in der Gleichung 

(p) (p) 

in welcher x willkürlich ist, und die Summation und die Producte über p 
willkürlich gewählte Verzweigungspunkte zu erstrecken sind, — man kann in 
dieser Gleichung die p Grössen c^i, c^, ... c^p so bestimmen, dass die 

27* 
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Function nur für (t^, s^; = (t, »} unendlich gross wird, (was wie — ^ ge- 
schiebt). Man erreicht dies, wenn man 

setxt. Daraus ergiebt sich die Gleichung 

V+' > (p) (p) 

Die additiTe Conslante in '(c;t,^»,^ wollen wir so wihlen, wie sie in dieser 
Gleichung ;1.- ach Torfindet Hieraus folgt die Gleichung 

worin C von t und « abhingt« Ton t,^ a, ganz unabhfingig ist. Man hat 
MitteL die Grösse C als Function tou a und den Grössen Ai, A^, . . . Arsp+i 
lu bestimmen* i. B. dadurch« dass man >i, ri, . . . r^} ^ (0, 0, . . . 0) setzt nach 
den 2f» Modulsrstemen der Functionen ir^ was bei jeder Lage von € geschehen 
kann. Es mag genügen diese Conslante fQr den Fall auszuwerthen, in wel- 
chem f auf einen Venw^ngungspunkt k, fUlt. Fflr diesen Fall gebt die Glei- 
chuniT v2/ über in 

worin A\. offenbar nur tou den Venweigungswertben abhängt. Vergleichen 
wir luttjlchsl die Periodieitilsmoduln der beiden Seiten der Gleichung (3.) am 

V)uer$%hnitt *, in Being auf die Variable a^, so folgt 

jp+2 

,4 \^ 2-i\,. < • *r * = -^ , 

worwu^ ^ir die wichtige Beaiehung erhalten: 
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Die Constante K^^ aber ist diese 



(5.) IC, = !-J_ , 



e e 



(worin hinter das Differentialzeichen eine Klammer gesetzt ist, nm anzudeuten, 
dass man nicht, das Integral im Sinne habend, die Grenze als variabel an- 
sehen darf). Setzt man nämlich, was immer geschehen kann, für j5i, ^29 ••• ^p 
solche von ky verschiedene Verzweigungspunkte, für welche, unter h^, g^ ganze 

Zahlen verstanden, 

p ^ p 

(f?i,«?29 •••«^p) ^ (-f(e)^i?*P+fl^i»^^ •••-^(e)^pe*e+fl'p*^) 

ist, so nimmt die linke Seite der Gleichung (3.) vermöge bekannter Eigen- 
schaften der i9 - Functionen den Werth an 

2p+2 
P P .^ P n^rKkr-k^O g^ 

worin die rechte Seite aus (4".) folgt, und worin x willkürlich ist. Genau 
denselben Werth nimmt aber die rechte Seite der Gleichung (3.) an, wenn K^ 
hl ihr die Bedeutung (5.) hat, weil sie in die Form gebracht werdjen kann 

p ' f)k ' 

woraus unsere Behauptung unmittelbar folgt. 

Setzen wir in der Gleichung (1.) e^ statt c, womit ein Funkt («^,«^) 
bezeichnet wird, und statt des Punktes («^^j5^) jener Gleichung {s^z)^ so finden 
wir durch Grenzübergang die Gleichung: 

2p+2 

(6.) lim. ^%ii^ = 4^¥^^- ^'^^^^*^'"*^^ 



» = *v -^^-'^•' 2:..«^«ur 



Um die Function — ^ W><>t*-*PpJ ^ -j^ ^^ ^^-j g-^ ^^^^ ^^^ ^^ abhängt, 

zu bestimmen, haben wir zu beachten, dass sie an den Linien c und a in T 
die Periodicitätsmoduln Null hat, dass sie auch an den Linien 61, 629 ••• &p 
ausser an h^ die Periodicitätsmoduln Null hat, an h^ aber den —2, dass sie 
für {s,^) gleich («i,S|), («29^2)9 ••• (^p^^p) unendlich wird, sonst aber in 
T' endlich und stetig ist. Dieselben Eigenschaften besitzt die Function 
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du, 



9u, 



du, 



dz, 



ö». 



ds, 



dz. 



duo-i 



dz, 

-'(«l»»,«) -'(«2;»,») 



du. 



£±1 



du 



dz. 



£±i 



dz. 



• • • 






du. 



du. 



du, 



dz. 



öa. 



• • • 



d«, 



dzi 



-5-^ kurz für — 'S.''' ''^ gesetzt. Diese beiden Functionen können sich nur 

durch eine von («^ is) unabhängige additive Constante unterscheiden. Die Dif- 
ferenz der beiden Functionen ist nämlich in T einwerthig und in p und nur 
p iüillkürlich vorgegebenen Funkten (si^z^)^ («2 9^2)9 ••• {^p^^p) unendlich 
gross erster Ordnung. Eine solche Function ist nothwendig in Bezug auf 
(«^J5) constant, weil zwischen den p Punkten, in denen eine Function einer 
2p+lfBch zusammenhängenden Fläche T unendlich gross erster Ordnung 
wird, nothwendig eine Relation staltfinden muss (72. pag. 122). Differentiiren 
wir die hieraus entspringende Gleichung nach z, so ist der Differentialquotient 
von jener Constanten frei und man hat 



(7.) 



dzi 
^u^ 



P glgt»(c>,,p„...t?p) du^' (s, g) 



df>q dv^i 



du, 



dz. 



. • • 



dz- 

^u^ 
dzn 



ÖUn-l 



dug-i 



dz, 


dz. 


«'(«,;»,«) 


<'(ej;»,«) 


duf+i 


011;+, 



• • 



dz, 



dz^ 



dzp 
t'(€p ; s, z) 

dZn 



du 



£- 



du, 



^ 



3»j dz^ ' ' ' dzp 

wenn unter f'(«»;«, a) der Differentialquotient — ^\' '' ^^ verstanden wird. 



dz 



J, Thomae, Beitrag zur Theorie der d' -Functionen. 



315 



4. 

Multipliciren wir nun die Gleicbang (7.) mit s und setzen jss 
folgt daraus mit Räcksicht auf (6.) 



= *., so 



fe' — 



C?»i 



dVm • Öt)^ ' 



2p +2 



= 1 




Wählt man für die willkürliche Zahl x die Zahl q und wendet auf die linke 
Seite die Gleichung (4.) an und bildet die Summe der erhaltenen Ausdrücke 
für (» = 1 , (> == 2, ... (> == p^ so folgt daraus die Gleichung 

dui* 

Wenn nun 

(f?i,«?29...t?p) = (0,0, ...0) 

gesetzt wird, so bestehen (A. pag. 151) die Gleichungen 



31g 



dzi 



dk. 






a'lgt» _5Ig^ 



Öü^ Öf?^ 



öa^^ ' 



aus welchen folgt, wenn man sie auf (8.) anwendet, 

worin a[^\ «^^ . . . :sf^^ solche (von k^ verschiedene) Verzweigungspunkte 
bedeuten, für welche 

(...,fi,(o,&^)--i^^jfi,(0,«C")),^..) = (o,o,...o) 
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ist. Zur Herleitung der rechten Seite der Gleichung (9.) aus der Gleichung 
(8.) benutzt man den Productsatz der Determinanten. 

Es mag nun mit Discr.(Äi, Aj, ... Äp,-flri,^2, ...^^) das Product aller 
Differenzen von solchen p+1 Verzweigungswerthen , worin der Punkt mit 
grösserem Index immer der Minuendus ist, bedeuten, welche die Eigenschaft 
besitzen, dass 

nach den 2p Modulsystemen der Functionen u ist, und Discr.(A|, A2, ... A^; 
9i^92'i-'gp) das ebenso geordnete Differenzenproduct der p+i übrigen Ver- 
zweigungspunkte, welche dieselbe Eigenschaft haben. Dann wird die Relation 
(9.), wie man sofort erkennt, durch die Gleichung integrirt 



lg*(0, 0, ... 0) = Const. + lg y |^+lg]/Discr.(0, 0, ... 0).Discr.(0,0,... 0), 

worin die Constante von &^, und da fi willkarlich ist, von sämmtlichen Ver- 
zweigungswerthen unabhängig ist. Es enthält aber Discr. (0, 0, ... 0) die 

Verzweigungspunkte mit geraden, Discr. (0, 0, ... 0) die Verzweigungspunkte 
mit ungeraden Indices. 

Um die Constante zu bestimmen, setzen wir k2 = ki+Ji^ k^=ki+J2^... 
hp = ft2p-i + '^p und lassen die J gegen Null c onvergir en. Dann erhält (nach 

Art. 1) lgd(0,0,...0) den Werth Null und ]/|^Ü- den Werth 

1 



y Discr. (0, 0, ... 0) Discr. (0, 0, ... 0) 

woraus sich ergiebt, dass die additive Constante Null sein muss. Demnach 
kann in dem Ausdruck 

(11.) ^(0,0,. ..0) = yJ^y-YDi^ 

nur noch ein Zweifel über die Wahl der vierten Wurzel der Einheit sein, 
welche in das Wurzelzeichen eingerechnet ist. Um dieses festzulegen, nehme 
man die Grössen ftj, Ars, ... 62^+2 reell und der Grösse gemäss nach den Un- 
gleichungen geordnet an 

&l <d ft2 <C «3 "^ • • • "^ ^2/)+ 2 • 

Dann sind die Aj^^ sämmtlich rein imaginäre und die B^^^ rein reelle Grössen, 
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und daher die rechte Seite in (11.) abgesehen von der factoriellen vierten 
Wurzel der Einheit reell. Die a^^. aber sind dann alle rein reelle (den Con- 
vergenzbedingungen immer von selbst genügende) Grössen, folglich ist jedes 
Glied der ^- Reihe, folglich i&(0, 0, ...0) eine positive reelle Grösse. Dem- 
nach müssen die Wurzeln der rechten Seite so genommen werden, dass der 
ganze Ausdruck positiv reell ist. 

Das Vorzeichen für jede andere Lage der Yerzweigungspunkte ergiebt 
sich durch stetige Ueberführung derselben aus der reellen, wie angegeben 
geordneten Lage in die vorgegebene Lage. 

5. 

Der Werth von «^ (0, k^) ist in der Form enthalten 

worin A^''\ ^*^ Brüche sind, deren Nenner 2(p— 1) ist. Wir setzen im 
Folgenden 

<^ = «^ (0, K) - Jf^) «^ («j , »j) 
und 



Dann ist (Ä. pag. 154) der Quotient 



» 1 



V 



-2;.,)Aj''^(ti,(0,*.)-u,(0,*^)) ^^ 



eine zweiwerthige Function in T^ die in dem Punkte Ar^ unendlich und in 
dem Punkte ky Null wird in Bezug auf jede der Yariabeln j5|, j52, ... ^p^ 
und die zu beiden Seiten der Querschnitte nur durch Quadratwurzeln der 
Einheit verschiedene Werthe annimmt. Sie ist daher in der Form enthalten: 



t. Uj-^- 



Const. 

Wirft man einmal ;5i, ^29 • • • ^p &uf p von Ar^^ k^ verschiedene Verzweigungs- 
werthe und ein andermal j5i, j52, ... Zp auf die p übrigen von k^^ ky ver- 
schiedenen Yerzweigungswerlhe, so erhSit für diese beiden Annahmen der obige 
^-Quotient abgesehen vom Vorzeichen einander reciproke Werthe, woraus 
sich für die Constante, die wir mit C^^ bezeichnen, der Werth ergiebt 

Journal fBr Mathematik Bd. LXTil. Hefk 3. 28 
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woraus die Gleichung fliesst: 

i„r(.,co.»,)-..co.w) ^'^;^, -^ 

Hierin ist nur noch die Wahl der vierten Wurzel der Einheit, welche in den 
Wurzelzeichen steckt, zweifelhaft. Aus der Gleichung (12.) leitet man leicht 
die unter der über die ganzen Zahlen h, g zu machenden Voraussetzung 

l,^^h^g^ = (mod.2), 

giltige Gleichung ab (Genf, die Einleitung in Bezug auf die Bezeichnung) 

worin fär reelle, der Grösse nach wie die Indices geordnete Ar die Wurzeln 
positiv reell zu nehmen und den Grössen h^ g nur die Werthe oder 1 zu- 
zuertheilen sind. Hierdurch ist das complexe Vorzeichen der Gleichung (12.) 
mit bestimmt, wenn nicht h^ g solche Zahlen sind, fflr welche die Gleichung 
(13.) in = übergeht. 

Bezeichnen wir nun mit Oj, Os, . . . o^^ p Verzweigungspunkte, und 
mit & diejenige ^-Function i^jl l ^ ? in welcher die h und g aus der 
Con^^nz entnommen werden ""•■•'" 

Bezeichnen wir mit Ti, T2, . . . Tp^2 die übrigen Verzweigungspunkte und 
mit i9_ diejenige ^-Function S-. . ^ ^ in welcher die h und g aus der Gon- 
gruenz entnommen werden 

in der die Summation der linken Seite über die p von r^, r« verschiedenen 
Verzweigungspunkte r zu erstrecken sind. So können wir, die Argumente der 
^-Functionen «1 , «2 , . . . «p alle gleich Null genommen, die Gleichung beweisen 



(14.) 



^2' 



dvi 






*) Zur Erklärung der Bezeichnung diene die Gleichung //{pj^ V(P) = "7"\ — 7^ ' 
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welche ffir den Fall p=2 schon von Herrn Rosenhain in seiner Preisarbeit 
aber vierfach periodische Functionen (Gl. 116) angegeben ist. 

Zu dem Ende bezeichnen wir noch mit &^ ^ diejenige tS-- Function 

^h h o ' ^®* welcher die h, g der Congruenz entnommen werden 

_ • 

mit ^{a) das Product aller (einmaligen) Differenzen der Grössen ^i, a^^ ... a^, 
mit -^^"^(a) das der Grössen (T|, aj, . . . o'y_, , <Ty^i, • • • ^p^ ^^^ -^W <Jös 
Product aller Differenzen der Grössen Ti, Tj, ... T^+29 mit ^{^»^v) das der 
Grössen t,, r,, . . . 7^29 ^vy. ^"d mit J^''^{r) das der Grössen Ti, t^, ... 

Ty-i, Ty+i, ... T„^2 9 nait Discr. (tJ, Discr. (r,) die Grössen Discr.(Ai, A,, ...fl^p), 

Discr.(Äi, Ä2,.--ff/>)9 wenn dieÄ, g aus der Congruenz (B.) entnommen werden, 

mitDiscr.(T^,a), Discr.(T^,a) die Grössen Discr.(A„A2,...fl^p), Discr. (Ä,,A2,.-fl^p)^ 
wenn die ä, g der Congruenz (C) entnommen werden, mit Q^^^ aber be- 
zeichnen wir den Quotienten auf der linlcen Seite der Gleichung (12.), wenn 
darin k^ durch r^, k^ durch Oy ersetzt wird. Dann haben wir aus (12.) 






and daraus 



2P 



ÖOL^'^ 



ÖÄi 




^o^'^-'"^ ^ 2,iö«, 






Ö»2 



1 



ö(?^^'> 



dvi 







t 



>1 • ^fA • • • ^fiTp • J ^^ _ y^ 



worin C^i, 0^2? . • C^p diejenigen Grössen sind, die aus den früheren C^i, ... 
etitstehen, wenn in ihnen Ar^ durch r^^ ky durch Oy ersetzt werden. Setzen wir 
nun j»^ = (Ti, j52 = cTa, ... Sp = Op, 80 folgt hieraus, wenn wir das Vorzeichen 
in die Wurzeln einrechnen, 



(15.) 



df>x 


P 1 P p+2 


^«l"l \ Ä«C,-'.y 




/ p-f2 p p+i 



28 
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Der Ausdruck — '—^ ^^P"^ ist aber nach der Gleichung (13.) gleich 

* . ^ . . 

\A)i ^1 1 / Discr. (T^ ) Discr. (t,) . . . Discr. (Tp+a) Discr . (t, ) . . » Discr. (tp^T) 
f (Discr. (r^, er) Discr. (t^,C7))p 




p p+2 
(./(r))f (./(a))P+^/y^^j /Z^^.j (T,. - er,) 






(?) 

Und hieraus folgt, abgesehen von einer vierten Wurzel der Einheit, die in 
das Wurzelzeichen eingerechnet wird, 




p+2 /p+2 p p4-2 

Aus der Gleichheit der rechten Seiten der beiden Relationen (15.) und (16.) 
folgt nun die Richtigkeit der Gleichung (14.), wenn noch bewiesen wird, dass 
sie auch noch in Bezug auf die vierte Wurzel der Einheit richtig ist, welche 
wegen der Vernachlässigung der Vorzeichen bei unsern Rechnungen noch be- 
sonders untersucht werden muss. Man erkennt aber die Richtigkeit der von 
uns in der Gleichung (14.) angegebenen Wurzel der Einheit, wenn man sämmt- 
iiche a^^/ . . . als reell voraussetzt, was immer geschehen kann. Es bleibt 
aber das Vorzeichen unbestimmt, welches von der Anordnung der Reihen in 
der Determinante abhängt. 

6. 
Nun sollen noch die partiellen Differentialquotienten der ungeraden 
L^- Functionen für verschwindende Argumente durch die Verzweigungswerthe 
dargestellt werden, so weit sie nicht selbst verschwinden. Behalten wir die 
Bezeichnung des vorigen Art. bei, so haben wir die p Gleichungen 



p d^ ^ _ ir i/»f *'-"- (-1— _1_^ 
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ans welchen folgt 






• • • 



• • • 





dui* 








Ötly«+1 







• • • 



ö». 



»t — ^A« ^t^^y 



dz. 



• • • 



Öttp 

dup 

dz. 



oder 



dzp dip 



dt>y' 



• • • 






1 



1 



9» — Tu *« — ^1 









/py 



/?<,.^ 






Q—'^fl 



^lg|(ic,o»r.ar)| 



Wendet man hierauf einen bekannten Determinantensatz {Baltzer §. 6, 5) an, 
and setzt J5i = ai, «2 = ^2? ••• Äp = ap, so folgt abgesehen von der Wahl 
der vierten Warzel der Einheit 



d&. 



w 












y^(j)(<^f-T^). 



^a^ 



iay 



"^ ^\,a'^^^ 







%0^^t-^i''> 



8a^:) 



wonn 






SO nehmen ist. 



222 J* Thomae, Beiirag nur Theorie der \^ -Functionen. 

Ersetzen wir nun noch &^ durch den in der Gleichung (13.) gefun- 
denen Ausdruck, so findet man nach einigen Reductionen: 



(17.) ""' ' ' 



Fär reelle, der Grösse nach wie die Indices geordnete k sind die Wurzeln so 
zu nehmen, . dass die rechte Seite positiv reell ist. 

Hiermit ist das vorgestreckte Ziel erreicht. Man kann noch leicht 
nachweisen, dass die geraden ^-Functionen, welche nicht mit den Argumenten 
f) verschwinden, sämmllich in der Form & ^ enthalten und somit für ver- 

schwindende Argumente hier dargestellt sind. Die Anzahl der dargestellten 

geraden ö^- Functionen aber ist i-^r- — 2"'T ^Xi ^ ^*^ Aqzahl der 

überhaupt vorhandenen geraden tS-- Functionen ist 2'^"*+2''~\ und daher giebt 
es schon für p = 3 eine , für p > 3 mehrere mit den Argumenten ver- 
schwindende gerade &- Functionen. Ebenso verschwinden für p >> 2 die 
partiellen DiiTerentialquotienten einiger ungeraden ^-Functionen mit den Ar- 
gumenten. In beiden Fällen giebt es höhere Differentialquotienten, welche, 
nicht mit den Argumenten verschwinden, deren Auswerthung für verschwin- 
dende Argumente mit Ähnlichen als den hier angewandten Mitteln ausgeführt 
werden kann. Man erhält aber die Systeme der Zahlen h, g, für welche 
erst die zweiten oder höhern Differentialquotienten von ^^ ^ ^ (<^i9 «'29 .. • «p) 

mit den Argumenten nicht verschwinden, während die niedern und die Function 
selbst Null werden, wenn man diese Zahlen aus der Congruenz entnimmt 

(...,«,(0, &^)-^fi»(0,Äp^),...) = (...,i^(^)a,^A^+^,y, ...) 

p 
und von den in der Summe 2!u^(0^k^) enthaltenen beliebigen Verzweigungs- 

punkten k^ zwei oder mehrere dieselben sein lässt. 
Halle, Juni und Juli 1869. 
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Beweis zweier Sätze der Functionentheorie. 

(Von Herrn F. E. Prym in Würzburg.) 



1. 

JxLan nehme eine 2]9+lfach zusammenhangende FlSche T und zer- 
lege dieselbe genau in der Weise, wie art. 1 meiner Arbeit in Bd. 70, Heft 4 
dieses Journals es angiebt, in eine einfach zusammenhangende Fläche T durch 
p Schnittpaare Oy, by und durch p^ von demselben Punkte n ausgehende 
Schnittlinien Ci, Cj, ..., c^. Die dort angewandten Bezeichnungen und ge- 
troffenen Bestimmungen lasse man ungeändert bestehen und füge die folgenden 
neu hinzu. Den gemeinsamen MOndungspunkt der drei Schnitte a^^ byy Cy 
bezeichne man fünffach als py^ qyy Vy^ Sy, ty, jenachdem man sich in dem 
einen oder andern der fünf, von den drei Schnitten dort gebildeten Winkel- 
räume befindet. Den gemeinsamen Mündungspunkt der p Schnitte c bezeichne 
man (unter Wegnahme des Buchstaben n ohne Index) p-fach als ni^n^^ ...^n^^ 
«nd zwar als Tty, wenn man sich auf 
der positiven Seite des Schnittes Cy 
befindet. Ausserdem treffe man, ledig- 
lich der einfachem Bezeichnung, später 
wegen, die Bestimmung, dass die p 
Schnitte c so gezogen seien, dass man, 
um den gemeinsamen Mündungspunkt 
derselben umgekehrt wie der Zeiger 
einer Uhr herumgehend, die Schnitte 
c successive in der Reihenfolge c^, 
C2, . . ., Cp überschreitet. Die neben- 
stehende Figur veranschaulicht eine 
mögliche Art der Bezeichnung. 

Für die Begrenzung der Fläche T'^ die von den beiden Seiten der Schnitte 
a^ b^ c gebildet wird, sei gegeben (z. B. in Folge graphischer Annahme) eine 
längs der ganzen Begrenzung einwerthige und stetige Function f des Ortes oder 
Punktes in der Begrenzung, deren Werthe in je zwei entsprechenden Punkten 
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auf der positiven und negativen Seite der Begrenzung, die man durch f'^ und /*" 
bezeichne, in der Weise verknüpft sein sollen, dass allgemein für v=i^ 2, ...,p 

längs ay\f-^ = Ayf-'+Äy, 
(G.) längs Xtr = Byf+By, 

längs Cy\r^ = r+^r, 

wobei die 5p Grössen Ay, By, Aly By, Jy constante Werthe haben sollen. 
Die Frage ist dann, ob die der Function f auferlegte Bedingung, längs der 
Begrenzung einwerthig und stetig zu sein, mit beliebigen Werthen der 5p 
Constanten verträglich ist, oder ob dieselbe nothwendige Relationen zwischen 
diesen Constanten zur Folge hat. 

Bezeichnet man den Werth, den die Function f in irgend einem Punkte 
ß der Begrenzung hat, durch fß^ und wendet die Gleichungen (G,) zunächst 
auf die Mündungsstelle der drei Schnitte Oy, by, Cy an, so ergeben sich mit 
Rücksicht auf die Figur die folgenden Gleichungen 

4) r,^^BJ,^+B', = A,BJ,^+B,A:+B:, 

Aus den Gleichungen 3) und 4) folgt durch Subtraclion 

während aus der Gleichung 5) die Differenz derselben Functionswerthe sich 
gleich Jy ergiebt. Man hat also für r = i^ 2, . . . , p: 

^ Jy = By(Ay-'l)'-Äy{By-l). 

Wendet man ebenso die Gleichungen (G.) auf die Mündungsstelle der p 
Schnitte c an, so erhält man die p Gleichungen 

und durch Addition dieser sämmtlichen p Gleichungen 

^=p 
-S^. = 0. 



v=l •^ 



Man hat so das Resultat, dass wenn eine längs der ganzen Begrenzung 
der Fläche T' einwerthige und stetige Function f des Ortes oder Punktes in 
der Begrenzung gegeben vorliegt, deren Werthe f^ und f~ in je zwei ent- 
sprechenden Begrenzungspunkten durch Gleichungen von der Form ((?.) ver- 
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knäpft sind, dann zwischen den bp Constanlen Ay, By, Äy^ B'y, Jy nolh- 
wendig die p+1 Relationen 

stattfinden. Läge an Stelle der Fläche T' die im art. 2 der oben citirten 
Arbeit gebildete Fläche T" vor, so dass im Punkte n noch r Linien /^ mün- 
deten, und wäre dann längs /^: /*^ = /'" — 27ifZ^, während /* im Punkte e^ und 
in dessen Umgebung sich wie eine Function (p^{r^) verhielte, so würde, unter 
Festhaltung der übrigen, der Function / auferlegten Bedingungen, an Stelle 
der ersten Gleichung unter (&'.) die neue 

2;jy-2ni2;L, = 

treten, während die übrigen p Gleichungen unter {G\) ungeändert blieben. 
Es folgt dies unmittelbar, wenn man in derselben Weise wie vorher operirt; 
auch erkennt man leicht, dass diese Resultate unabhängig sind von der Ord- 
nung, in der die Schnitte c und / um ihren gemeinsamen Mündungspunkt 
herum auf einander folgen. 

2. 

Eine complexe Function u+ei der Coordinaten x, y sei definirt durch 
die folgenden Bedingungen: 

1) In der ganzen Fläche T soll sie eine allenthalben einwerthige und 
stetige Function des Ortes oder Punktes x^ y sein und den Dif- 

M n .* 1 1 • 1. du dv du de « 

• ferentialgleichungen -^ = -^i 'di^'^'d^ genügen. 

2) Ihre Berthe in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten sollen 
in der Weise verknüpft sein, dass allgemein für ?/ = l,2, ...,]9 

längs ay\{u+f>i)'^ = Ay{u + ei)''+Äy, 
längs by\{u+f>i)'' = By{u + vir-\-B'y, 
längs Cy \{u+ei)'^ = (u+ei)". 
üeber die 4p Constanten Ay, By^ Äy, B\ sei Folgendes festgesetzt. 
Die 2]9 Grössen Ay^ By sollen sämmtlich den Modul 1 besitzen, im 
übrigen aber willkürlich gewählt sein. AU' die Constanten Äy^ die 
zu Indices v gehören, für die gleichzeitig Ay = \^ By==l gewählt 
ist, sollen den Werth Null haben. In Betreff der Werthe der noch 
übrigen Constanten sei nichts festgesetzt; aus dem vorigen Artikel 

Joimal fttr Mathematik Bd. hXXL H«ft 8. 20 
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weiss man, dass in Folge der Bedingungen 1) in diesem Falle 
zwischen den Constanten immer die p Relationen 

stattfinden müssen, weil sonst die Bedingungen 1) und 2) schon von 

vornherein nicht verträglich wären. 
Dass nun diese Definition in sich selbst keinen Widerspruch enthält, dass die 
aufgestellten Bedingungen verträglich sind, dass überhaupt Gebilde u+m 
existiren, die die erwähnten Eigenschaften besitzen, leuchtet unmittelbar ein, 
wenn man überlegt, dass jede beliebige Constante c als Function u+ei mit 
den erwähnten Eigenschaften betrachtet werden kann; es erhält dann Äy den 
Werth (1— ^y)c, By den Werth {i—By)c. Jede Constante gehört also zu 
den oben definirten Functionen; dass umgekehrt auch jede solche Function 
in der ganzen Fläche 7' denselben Werth hat, also eine Constante ist, soll 
jetzt bewiesen werden. 

Zu dem Ende betrachte man das Integral 



ausgedehnt über die ganze Fläche 7^ In Folge der Bedingungen 1) hat 
dieses Integral einen bestimmten Werth, und zwar stellt dasselbe, wenn man 
von dem Factor 2t absieht, den Inhalt der Fläche dar, welche die GTesammt- 
heit der Werthe, die u>^u+ei innerhalb T' annimmt, auf einer FF- Ebene 
repräsentirt. In Folge der Differentialgleichungen, denen u und r genügen, 
lässt sich n auch schreiben 

Nach bekannten Methoden folgt nun: 

wobei die rechts stehenden Integrale in positiver (durch die Pfeile markirter) 
Richtung durch die ganze Begrenzung R der Fläche T' zo erstrecken sind. 
Kl bezeichnen dabei also du und do die Aenderungen, die u und e erleiden, 
wenn man von einem Punkte x, y der Begrenzung zu einem, in der Richtung 
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der Pfeile dem Punkte x,y benachbarten Begrenzungspunkte x+dx, y+dy 
übergeht. Fahrt man nun diese Randintegrale ein, so folgt 

n = ii {udf) — edu\ 

R 

und addirt man zu dieser Gleichung die Gleichung 

R 

deren Richtigkeit einleuchtet, da u und r^ und folglich auch ihre Quadrate 
beim Durchlaufen der ganzen Begrenzung als einwerthige und stetige Functionen 
wieder zu ihren Anfangs werthen, mit denen man ausging, zurfickkehren , so 
erhält man endlich 

n = /'""(fi-rijrfCfi+f?»). 



=A 



Bei der Integration durch die ganze Begrenzung R wird längs jedes 
Schnittes a^ b, c zweimal integrirt, einmal auf der positiven, das andere Mal 
auf der negativen Seite, und zwar ist die Richtung der Integration auf der 
negativen Seite beständig entgegengesetzt der Richtung der Integration in den 
entsprechenden Theilen auf der positiven Seite. Kehrt man also bei dem 
über die negative Seite der Begrenzung zu erstreckenden Integrale, unter 
Anwendung des negativen Vorzeichens, die Integrationsordnung um, so erhält 
dieses Integral in allen Theilen dieselbe Integrationsrichtung, wie das über 
die positive Seite zu erstreckende sie besitzt, und durch Zusammenfassen je 
zweier entsprechender Elemente der beiden Integrale ergiebt sich 

wobei jetzt das hinter dem Summenzeichen stehende Integral einmal über die 
positive Seite eines jeden der drei Schnitte a^^ h^y Cy von Anfang bis zu 
Ende in der Richtung der Pfeile auszudehnen ist, während («— ri)% (u — ei)" 
die Werthe der Function ti—rj in zwei entsprechenden Begrenzungspunkten, 
und rf(fi+f>i)^, rf(tt+f>i)" die Aenderungen bezeichnen, die (u+ei)'^ und 
(u+ei)" gleichzeitig erleiden, wenn man auf einem der Schnitte in der Richtung, 
die die Pfeile auf der positiven Seite desselben haben, sich fortbewegt. 

Bezeichnet man die zu einer complexen Zahl g = tn+ni conjugirte 

Zahl m—ni durch g, wobei dann gg^^mod.gf^ berücksichtigt femer, dass 

29» 
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in Folge der über die Grössen Ay, B^ gemachten Annahmen dann allgemein 

AyAy=^\^ ByBy = \ Ist , SO orgebon sich für die Begrenzung die folgenden 
Gleichungen : 

län s a j ^"^ " t^iy =!;(«- f>ir+Ay , d{u+ m)-^ = ^, rf (n + ri)-. 

^' i (ti-ri)+rf(«+f>i)^ = {u-myd{u+f>i)'-+'Äyd{n^r^iy\ 

län s6 K«-«0"^=^v(«'-^0"4-^, d{u-\-my = Byd[u+mr, 

' ( (fi-.f>i)+rf(ti+ri)+ = («i~ri)-rf(fi+rir+^rf(«+«»T; 

Entnimmt man aus diesen Gleichungen die Werthe der unter dem letzten 
Integralzeichen vorkommenden Differenzen, ausgedrfickt durch d{u+f)%y allein^ 
und führt dieselben in das Integral ein, so zeigt sich, dass die auf die Linien 
c bezuglichen Theile des Integrals sämmtlich verschwinden, und es wird 

Ein Durchlaufen der ganzen, positiven Seite des Schnittes a^ in der 
Richtung der Pfeile führt nun, mit Rücksicht auf die Figur, vom Punkte q^ 
zum Punkte Sy, während ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des 
Schnittes by io der Richtung der Pfeile vom Punkte ty zum Punkte r^ führt. 
Bezeichnet man also den Werth der Function u+ei in irgend einem Punkte 
ß der Begrenzung abgekürzt durch fß^ so ergiebt sich 

and die vier in diesem Ausdrucke vorkommenden, dem Index v entsprechen- 
den Functionswerthe sind in Folge der Grenzbedingungen 2) mit dem Werthe 
der Function u+vi im Punkte p, durch die Gleichungen 

f*, = Afr^ +Ä, — Ay Byf,^ +A,B'y+X, 
verknäpfl. Aus diesen Gleichungen folgt vreiter: 

r.y-f,y=AiB-m,+AB'r, f,^-f^^^By{\-Ay)r^-ByÄy, 

Mf.y-f,j)+BÄfr-ro = [ByK{i-Ay)-AyÄ:ii-By)]r,y 

~f' ^My <Ay Mjy "^ MJy ijy Ay • 
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Auf der rechten Seite der letzten Gleichung ist der Coefficient von fp^ gleich 

Null, denn derselbe ist auch gleich AyBy[B[^(Äy — l)—Ä/^By''i)]^ und der 
hier in der eckigen Klammer stehende Ausdruck hat den Werth Null, da er 
aus dem, den Werth Null besitzenden Ausdrucke B'y{Ay'-i)—Äy(By—i) her- 
vorgeht, indem man darin an Stelle von t die Zahl —t schreibt. Man erhält 
also schliesslich 

n = WiAy'ÄyB'y-ByKA'r]. 

Die einem bestimmten Index v entsprechenden Grössen Ay, By sind 
nur der Bedingung unterworfen, Zahlen mit dem Modul 1 zu sein, ausserdem 
sind mit ihnen die demselben Index v entsprechenden Grössen Äy, B'y durch 
die Relation 

(Ä.) BUAy^i) = ÄyiBy^l) 

I 

verknüpft. In Bezug auf die Werthe von Ay, By unterscheide man die fol- 
genden vier, alle Möglichkeiten umfassenden Fälle: 

I) Ay und By seien beide von 1 verschieden; dann folgt aus den 
beiden Gleichungen 

B'y(Ay--l)=^Äy{By-'i), 1^(^-1) =^(^-1). 

indem das Product der linken Seiten gleich ist dem Producte der rechten, 

{Ay^i){Wy-i)ÄyBy-(A'y'-l){By-^i)B^Äy = 0, 
und aus dieser letzten Gleichung durch Division mit der in diesem Falle von 
Null verschiedenen Grösse: — (^y — l)(5y — 1): 

Ay'ÄyBy'-ByWyÄy = 0. 

U) Ay sei gleich 1, By von 1 verschieden; dann liefert die Relation 

(Ä.)- ^i^ = 0, folglich ist dann auch ^=0 und AyÄ'yB'y'-ByB^Äy = 0. 

III) Ay sei von 1 verschieden, By gleich 1 ; dann liefert die Relation 
(ß.)- K=^0, folglich ist dann auch ]b;=0 und AyXB'y-ByKA^'O. 

IV) Ay und By seien beide gleich 1. In Folge der ursprünglichen 
Grenzbedingungen 2) hat in diesem Falle Äy den Werth Null, folglich ist 

auch ^=0 und AyTyB'y-ByByÄy=^0. 

Es zeigt sich also, dass das irgend einem Index v (i^ = 1? 2, ...,]?) 
entsprechende Glied der letzten Summe, die 11 darstellt, immer den Werth 
Null besitzt, und dass folglich unter den gestellten Bedingungen das' Integral 
n selbst den Werth Null erhfilt. 11 kann aber, da es in seiner Ursprung- 
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liehen Gestall, wenn man von dem Factor 2i absieht, ein Integral mit immer 
positiven Elementen ist, nur dann Null sein, wenn jedes Element für sich den 
Werth Null hat. Aus /7=0 folgt demnach für die ganze Fläche T': 

-^ = 0, -^ = 0, und mit Berücksichtigung der Differentialgleichungen sub 1 ) 

auch ^7- = 0, -^ = 0, allgemein zu reden, so dass die Punkte, für die 

diese vier Differenfialquotienten möglicher Weise nicht Null wären, keinen auch 
noch so kleinen Flächenlheil stetig erfüllen können. Die Function u+ei hat 
also, soweit sie in 7' stetig ist, nothwendig einen constanten Werth, und da 
sie den Bedingungen 1) gemäss in T' allenthalben stetig sein soll, in der 
ganzen Fläche 7' denselben Werth. Man hat so den schon früher ausge- 
sprochenen 

Satz I. Eine ih der Fläche T allenthalben eintperthige und stetige 
Function u+ei der complexen Variable x + yi, deren Werthe in je zwei ent-- 
sprechenden Punkten auf der positiven und negativen Seite der^ eon den 
beiden Seiten der Schnitte a, 6, c gebildeten Begrenzung der Fläche T' in 
der Weise eerknUpfl sind^ dass allgemein (für v = 1 , 2, . . . , p) 

längs ay{{u+eiy = ^^(« + ©1)"+^^, 

längs by{{u'\'f)i)^ = By{u-\-f)i)~-\-B'y, 

längs Cy[[u-\-eiy = (ti + ci;""4- z/^ , 

wobei die 2p Grössen A^^ By sämmtlich den Modul 1 besitzen, ist immer eine 
Conslante, wenn die p Grössen Jy Null sind untl femer von den 2p übrigen 
Constanten Äy, By all' die Constanten Äy, die zu Indices v gehören, für die 
gleichzeitig -^^ = t, ß^ = 1 ist, ebenfalls den Werth Null haben. 

3. 

Haben die 2p Constanten Ay, By sämmtlich den Werth 1, so ver- 
wandelt sich der gefundene Satz in den folgenden speciellen, für die Theorie 
der ^66/schen Integrale fundamentalen Satz: 

,,Eine in der Fläche T' allenthalben einwerthige und stetige Function 
u) = u-\^ei der complexen Variable z = x+gi, deren Werthe in je zwei ent-- 
sprechenden Begrenzungspunkten in der Weise verknüpft sind, dass allgemein 

längsay {co+ = wT ; längsby {w^ = w~+ By ; längsCy {co^ = cü~ ; 

für v=l, 2, ..., p^ wobei es dahin gestellt bleibt^ welche Werthe die p 
Constanten By besitzen, ist immer eine Constante.^^ 
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In anderer Fassung lässt sich dieser Satz auch so aussprechen: 
,jVerschwinden bei einem ^ zur Fläche T' gehörigen allenthalben end- 
lichen Abebchen Integrale (s. B. durch Variation der linear in ihm enthaltenen 
willkürlichen Constanten) die sämmtlichen p Periodicitätsmoduln Äy für die 
Schnitte Oy , so verschwinden gleichzeitig auch die sämmtlichen p Periodicitäts- 
moduln B'y für die Schnitte byy und das Integral selbst reducirt sich auf eine 
Constante.^^ 

Nur wenn man diesen Satz zur Hülfe nimmt, lässt sich zeigen, dass 
es immer möglich ist, aus p gegebenen, zur Fläche T gehörigen linearun- 
abhängigen allenthalben endlichen ^6e/schen Integralen co^^^ co^^\ ..., o)^^^ 
durch lineare Composition ein System von Integralen coj, eu^^ •••) ^p ^^ 
bilden, dadurch characterisirt, dass allgemein der Periodicitätsmodul von lo^ 
för den Schnitt a^ den Werlh ni^ für jeden der p—\ übrigen Schnitte a den 
Werth Null besitzt. Bezeichnet man nämlich den Periodicitätsmodul von a>^^^ 
für den Schnitt 0^(1^= 1, 2, ...,p) durch A^\ so wird es dann, aber auch 
nur dann möglich sein, die verlangten p Integrale o^i, tü2, . . ., co^ zu bilden, 
und zwar in der Form 

(Oi = »I,, co^'^+ (»22 0)^*^+ • • • + nhp to^'''. 



wenn es möglich ist, die p^ Constanten m so zu bestimmen, dass die p Systeme 
von je p Gleichungen erfüllt werden, die aus dem Systeme 

= m,,^|'>+m^^?>-f ...+OT,p^?>, 



'ni = TOH^^''+m,2^(')+...+TO,p^?>, 

snccessive hervorgehen, wenn man darin für r successive die Zahlen 
1, 2, . . . , p setzt und gleichzeitig ni in die linke Seite der ersten, zweiten, . . . , 
pten GleicI^ung einrucken lässt, während jedes Mal alle p— 1 übrigen linken 
Seiten den Werth Null haben. Bezeichnet man die Determinante der p^ 
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Grössen A in dem oben stehenden Systeme von p Gleichungen durch D, so 
wflrde für jedes v und fi folgen 

m dD 



sobald bewiesen wäre, dass die Determinante D einen von Null verschiedenen 
Werth besitzt. Ohne diesen Nachweis*) hat die letzte Formel keinen Sinn. 

Dass nun unter allen Umständen der Werth der Determinante D 
von Null verschieden ist, Idsst sich mit Hfilfe des oben ausgesprochenen 
Satzes wie folgt zeigen. Wäre /) = , so Hessen sich fflr die p Grössen 
ftirM '^rs? '-*^ ^yp ^^^^^ P Werthe finden, die nicht sämmtlich Null, und 
die dem Systeme von p Gleichungen genfigen wfirden, das aus dem Systeme 
S^ entsteht, wenn auch in die linke Seite der v*^^ Gleichung statt ni ein- 
geffihrt wird. Der mit diesen Werthen gebildete Ausdruck 

wäre dann ein allenthalben endliches Integral, das für alle p Schnitte a den 
Periodicitätsmodul Null besässe, und folglich eine Gonstante. Es existirte 
also zwischen den p Functionen ai^'\ a}^^\ . . ., cd^p^ eine lineare Relation mit 
constanten Coefficienten, was gegen die ursprfingliche Voraussetzung, nach der 
diese p Functionen linearunabhängig sein sollen, Verstössen wfirde. Die De- 
terminante D kann also nie Null sein, und folglich ist die Bestimmung der 
p Functionen C0|, co^, . . ., oi^ den aufgestellten Bedingungen gemäss stets 

möglich. 

Im Obigen ist der Satz mitenthalten, dass wenn ü}^*\ (jd^\ . . ., ai^^ 

irgend ein System zur Fläche T' gehöriger, allenthalben endlicher ^6e/scher 
Integrale bezeichnet, und diese Integrale linearunabhängig sind, dann auch 
immer gleichzeitig die p Systeme zusammengehöriger Periodicitätsmoduln, die 
dem Integralsysteme fOr die p Schnitte ai, 029 • • -9 ^p zukommen, linear- 
unabhängig sind. 

4. 
Eine complexe Function m+m der Coordinaten x, y sei definirt durch 
die folgenden Bedingungen: 

'*') Vergleiche: ^Yorhnmgem über Riemann's Theorie der Äbehchen Integrale wm 
i\irl Neumann pag. 435.^ und „nearie der AbebiAen Functionen von Ä. Clebech utut 
P. tioräan pag. 108." 
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wobei das hinter dem Summenzeichon stehende Integral einmal fiber die po- 
sitive Seile eines jeden der drei Schnitte a^, by, Cy von Anfang bis za Ende 
in der Richtung der Pfeile auszudehnen ist, virährend n^y vT die W erthe der 
Function u in zwei entsprechenden Begrenzungspunkten, und de^, de" die 
Aenderungen bezeichnen, die f>'^ und v~ gleichzeitig erleiden, wenn man auf 
einem der Schnitte in der Richtung, die die Pfeile auf der positiven Seite 
desselben haben, sich fortbewegt. Berücksichtigt man nun, dass in Folge der 
Bedingungen 2) die 2p Grössen A^, By stets reell sind, und dass in dem 
Falle aus der Relation -.^/^ = ß^(^,,— Ij— ^^(ß^ — 1) immer auch der reelle 
Theil von Jy sich gleich Null ergiebt, wenn, wie vorausgesetzt wurde, die 
reellen Theile von A^, By Null sind, so ergeben sich für i^=l, 2, ...,/> 
die folgenden Gleichungen: 

längs ay\u^ ^ ^y^~9 dv"^ = A^ dt", u^de'^ = u'de'; 
längs by \ u^ = By vT, df>^ = By rfu", u^df>^ = yrdv~; 
längs Cy {fi+ = vT, rfr"*" = rf©*", u'^de^ = vTde". 

Diese Gleichungen zeigen, dass das hinter dem Summenzeichen stehende In- 
tegral für jeden Index v den Werth Null hat, indem seine sämmtlichen Ele- 
mente verschwinden. In Folge dessen ist auch U selbst Null und, nach ähn- 
lichen Schlüssen wie früher, u-\'f>i eine in der ganzen Fläche T* constante 
Grösse C=c+Cit, deren reeller Theil c immer Null sein muss, wenn nicht 
alle 2p Grössen Ay^ By den Werth 1 haben, während in allen Fällen der 
Werth ihres rein imaginären Theiles c^i durch die aufgestellten Bedingungen 
in keiner Weise beeinflusst wird. Man hat so den folgenden 

Salz IL Eine in der Fläche T allenthalben einwerthige und stetige 
Function u+ei der complexen Variable x+yi, deren Werthe in je zwei ent- 
sprechenden Funkten auf der positiven und negativen Seite der, von den beiden 
Seiten der Schnitte a, b, c gebildeten Begrenz^ng der Fläche T in der Weise 
verknüpft sind, dass allgemein für v = i^ 2^ ...^ p: 

längs ay{{u+viy = Ay{u+vi)'+A'yf 
längs byliu+vi)-^ = By{u + vi)'-+By, 
längs Cy{{u+ vty = (« + vi)~+ Jy , 

wobei die 2p Grössen Ay, By Zahlwerthe besitzen , deren Quadrate sämmtlich 
1 sindj ist immer eine Constante, wenn die reellen Theile der 2p Constanten 
A'y, By und folglich auch die redien Theile der p Constanten Jy sämmtHch 
den Werth Null haben. 
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Mit Hülfe dieses Resultates lässt sich aus dem^ im art. 3 meiner frQhern 
Arbeit auT^estellten Salze durch einfache Auflösung eines Systems linearer 
Gleichungen ein neuer Salz ableiten, der sich auf alle diejenigen Functionen 
u+vi bezieht« die zu Gruppen gehören, deren Characteristiken aus nur reellen 
Grössen zusammengesetzt sind. Es sind dies diejenigen Gruppen, deren 

Characteristiken aus dem Symbol ( J' »*' ' «'') hervorgehen, wenn man 

ffir die A und B nur reelle Grössen mit dem Modul 1 setzt. Da demnach 
für jede der %p Grössen A^^ B, sowohl die Zahl +1 wie die Zahl —1 zu- 
Iftssig ist, so giebt es im Ganzen 2*^ solcher Gruppen. Der erwähnte Satz, 
der speciell dem Gebiete der Functionen u+foi, die diesen 2^^ Gruppen an- 
gehören, eigenthfimlich ist, insofern als ein analoger Satz ffir die, den übrigen 
Gruppen angehörigen Funclionen tt+ri nicht existirt, mag theil weise hier 
noch eine Stelle finden. Für die allenthalben endlichen Functionen ausge- 
sprochen, lautet er wie folgt: 

yyNimmt man, den 2p Schnitten a^, by (v = 1, 2, ...,/?) entsprechend, 
ein System von 2p Grössen Ay, By (i^ = 1, 2, ...,j9), deren Quadrate sämmt- 
lieh 1 sind, willkürlich an, wählt ausserdem 2p reelle Grössen A\^y, B\y 
(v= 1, 2, ...,/?), deren Werthe nur der einzigen Bedingung 

(R.) £{B[^y{Ay^i)^AliBy^i)] = 

«II gehorchen haben und im übrigen ganz beliebig angenommen werden dürfen, 
90 existirt zu der Fläche T' immer eine complexe Function ii + i?« der Coor-- 
dinaten x, y mit folgenden Eigenschaften: 

i) Die Function fi+ri ist eine in der Fläche T allenthalben einwerthige 
und stetige Function des Ortes oder Punktes x, y, die in der ganzen 

Fläche T den Differentialgleichungen 3" = ^ ? W~'^'^W 9^^^9^' 

2) Die Werthe von u+vi in je zwei entsprechenden Funkten auf der 
positiven und negativen Seite der, von den beiden Seiten der Schnitte 
a, 6, c gebildeten Begrenzung der Fläche T' sind in der Weise 
verknüpft, dass allgemein für i^ = 1, 2, . . ., p; 

längs ay\{u+vi)-^ = Ay{u + vi)''+A[^y+iÄ2^y, 

längs by\{u + viy = Byiu+vir+Bl^y+iB.^y, . 

längs Cy\{u+vi)-^ = (n +€?«)"+ A»'+ • Ao 

wobei zwischen den 5p Canstanten Ay^ By, A'y=^ A\^y+iA\^y, 

30* 
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B'y = fii,K+ i ^v ^ -^F = ^i,y+ i ^i,r (^=152,...,/?) die bekannten 
p + i Relationen 

stattfinden. 
3) Durch die bis jetzt erwähnten Eigenschaften ßmmer mit Rücksicht 
auf die vorher gemachten Annahmen , wonach also das System der 
2p Grössen Ay, By fixirt ist, und ausserdem die reellen Theile der 
2p Constanten Äy, ßy der Relation (R.) gemäss, im übrigen aber 
willkürlich angenommen sind) ist die Function u-\-fDi bestimmt bis 
auf eine additive Constante, die vollständig willkürlich bleibt, wenn 
alle Ay, By den Werth i haben, die dagegen nur rein imaginär 
sein kann, wenn nicht alle Ay, By den Werth 1 besitien^^. 

Für die allenthalben endlichen Functionen der Gruppe (/ / ' W 
hat diesen Salz zuerst Riemann {A. F. 4. pag. 20) ausgesprochen. 
Düren, im September 1869. 
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lieber die Bewegung eines Rotationskörpers in 

einer Flüssigkeit. 

(Vou Herrn G. Kirchhoff in Heidelberg,) 



An ihrem Buche Trealise on natural philosophy, Oxford 1867, p. 264 
haben die Herren Thomson und Tait die Aufgabe behandelt, die Bewegung eines 
Rotationskörpers in einer Flüssigkeit zu bestimmen. Unter den Bedingungen, 
unter denen sie dieselbe gelöst haben, befindet sich auch die, dass der Körper 
um seine Rotationsaxe nicht rotirt und diese Axe in einer festen Ebene bleibt. 
Ich habe gefunden, dass die Aufgabe auch ohne diese Beschränkung lösbar 
ist und ebenso, wie unter derselben, auf elliptische Integrale führt. Das zu 
zeigen ist der Zweck dieser Abhandlung. 

Die Differentialgleichungen der Bewegung sollen unter den folgenden 
Voraussetzungen abgeleitet werden: Ein starrer Körper von beliebiger Ge- 
stalt und beliebig vertheilter Masse befindet sich in einer incompressibeln, 
homogenen Flüssigkeit, die ausser durch seine Oberfläche durch eine im Un- 
endlichen liegende, geschlossene, feste Fläche begrenzt ist. Reibung findet 
in der Flüssigkeit nicht statt. Auf den Körper wirken Kräfte, welche ein 
Potential besitzen, das nur von der Lage des Körpers abhängig ist. Auf die 
Theile der Flüssigkeit wirken keine Kräfte. Wirbelbewegungen sind in der 
Flflssigkeit nicht vorhanden. Die Geschwindigkeiten ändern sich überall in 
derselben stetig mit den Coordinaten des Ortes; durch diese Annahme wird 
der Fall ausgeschlossen, dass von der Oberfläche des Körpers eine Fläche 
ausgeht, die — ähnlich der Oberfläche eines Strahles, der in gleichartiger 
Flüssigkeit sich bewegt — Theile der Flüssigkeit trennt, die verschiedene 
Geschwindigkeiten haben. Endlich soll der Bewegungszustand des Systems aus 
dem Zustande der Ruhe durch Kräfte, die auf den Körper wirkten, hervor- 
gegangen sein; diese Annahme bildet eine Beschränkung der Aufgabe in dem 
Falle, dass der von der Flüssigkeit erfüllte Raum ein mehrfach zusammen- 
hängender ist, dass der Körper z. B. die Gestalt eines Ringes hat. 

Um die Integration der Differentialgleichungen, die unter diesen Vor- 
anssetzangen gelten, zu ermöglichen, wird dann weiter angenommen werden. 
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dass die Kräfte, die auf den Körper wirken, verschwinden, dass die Ober- 
flache des Körpers eine Rotationsfläche und die Vertheilung der Masse in ihm 
symmetrisch zur Rotationsaxe ist. 

§. 1. 

Die in Rede stehenden Differentialgleichungen sollen aus dem Hamilton- 
sehen Principe entwickelt werden. Bezeichnet S2 das Potential der auf den 
Körper wirkenden Kräfte, T die lebendige Kraft des ganzen Systemes und 
t die Zeit, so ist nach diesem : 

(1.) df{n+T)dt = 0. 

Es seien x, y, j5 die Coordinaten eines Punktes des Körpers in Bezug auf 
ein in diesem festes Coordinatensystem, ^^ 17^ ^ die Coordinaten desselben 
Punktes zur Zeit t in Bezug auf ein im Räume festes Coordinatensystem, und 
es sei weiter: 

f = a + a^x+a^y-V^i^y 

# 

n = ß+ßiX+ß2y+ß,i, 
^ = Y+yiX+Y^y+Y^z. 

Die 12 Grössen a^ ß, y sind dann Functionen der Zeit, um dcres Bestimmung 
es sich handelt. Man setze ferner: 

" = «»-dr-*-'^'-5r+?''-dr' 

n - « *•• 4-/9 ''Ä 4. „ <^r, 

d. h. man bezeichne durch u, e^ w die Geschwindigkeiten dea Aiifingqmaktfii 
der X, y, j» nach den Richtungen der x, y^ j» und durch p^ q^ r die Drehungs- 
geschwindigkeitea des Körpera um die Axen. der x, y, 4. Die lebendige Erdft 
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des Körpers ist dann eine homogene Function zweiten Grades von Uy v, w, 
p, qy r mit constanten Coefficienten ; es soll gezeigt werden, dass unter den 
genannten Voraussetzungen auch die lebendige Kraft der Flüssigkeit eine ho- 
mogene Function zweiten Grades derselben Yariabeln mit constanten Coeffi- 
cienten ist. 

Zu diesem Zwecke bezeichne man durch x, y^ j5 die Coordinaten eines 
Punktes des zur Zeit / von der Flüssigkeit eingenommenen Raumes in Bezug 
auf das im Körper feste Coordinatensystem bei der Lage, welche dieses zur 
Zeit t hat. Die Componenlen der Geschwindigkeit, welche in diesem Punkte 
zur Zeit / stattfindet, nach den Axen der x^ y, i sind dann den gemachten 

Annahmen zufolge -^, -^, -^, wenn (p das Geschwindigkeitspotential be- 
deutet, und es ist dieses eine in dem ganzen Gebiete von x, y, ss stetige 
und eindeutige Function dieser Yariabeln, die der Differentialgleichung 

genügt. Bedeutet N die Normale eines Flächenelementes, so ist ferner für 
alle Elemente der Fläche, welche die Flüssigkeit im Unendlichen begrenzt, 

g^ = 0, und für jedes Element der Oberfläche des Körpers ist -5^= der 

Componente der Geschwindigkeit des anliegenden Theiles des Körpers nach 
der Richtung von N. 

Ist die Bewegung des Körpers, d. h. sind u, r, w^ p, q, r gegeben, 
so ist hiernach, einem bekannten Satze gemäss, q) bis auf eine willkürliche 
additive Constante bestimmt. Es ist also q>^ abgesebn von dieser Constanten, 
eine Function von u, v, u), p, q, r, und die lebendige Kraft der Flüssigkeit ist 
gleichfalls eine Function dieser sechs Yariabeln. Um nachzuweisen, dass die 
lebendige Kraft der Flüssigkeit eine homogene Function zweiten Grades ist, 
ist nur zu zeigen, dass q) einer linearen homogenen Function der mehrfach 
genannten Grössen gleichgesetzt werden kann. Die Richtigkeit der letzten 
Behauptung aber zeigt die folgende Ueberlegung. 

Die. Componenten der Geschwindigkeit eines Punktes des Körpers nach 
den Axen der §, tj, ^ sind: 

dj dti dj 

ahio die nach den Axen der x, y, sk: 
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"'-dr+P'-dT + ^'-dT^ 

"'-dT-^P'-dr-^y'-dT' 



oder 



di , a dn , dt 

(2.) { e+pz—rx, 
u) + qx-py, 
wie aus den Gleichungen folgt: 

d^ ^ da da, d«, da, 

dT ^ dr+"dr^'^"dry"^"dr*^ 

dt ^ dt^ dt ^^ dl y^ dt ^' 

dt " dt^ dt ^^ dt »^ dt * 

in Verbindung mit den Definitionsgleicbungen von u, e, w, p, q, r und den 
Relationen, die zwischen «i, /?,, /i, «2^ A? /2 9 «3^ /?3 9 ^3 bestehen. Die 
Bedingung, der q) an der Oberflache des Körpers zu genügen hat, ist hiemach : 

^ = {u+ry-'qz)cos{N,x) + {v+ps-rx)cos(N,y) + (fD + qx-py)co8{N,z). 

Man erfallt daher alle für q> aufgestellten Forderungen, indem man 

(3.) q> = uq)i+vq>2+w(pi+pq)^+qq>fi+rq)e 

setzt und die Functionen ^i, 9)29 *••) 9^6 so bestimmt, dass jede von ihnen 
den fflr q) angegebenen Bedingungen genügt mit Ausnahme derjenigen, die 
sich auf die Oberfläche des Körpers bezieht, und dass ffir diese Oberfläche: 

^ = cos (iV, a?), -^ = « cos (iV, y) ~y cos (iV, »), 

^^'^ Iw'^ ^^^^^' y^' "^ "^ a:cos(iV, Ä)-»co8(iV, «), 
^ = cos(iV, «), ^ = ycos(iV, x)-xco8(N,y) 

ist. Diese Functionen 9)1, 929 • • • 9g sind unabhängig von u, e, Wy p, q, r; 
es kann daher q) einer linearen homogenen Function dieser Grössen gleich- 
gesetzt werden. Ferner sind ^i, ^2? • • • 9>6 ausser von x, y, « ausscbliess- 
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lieh von der Geslall des Körpers abhängig. Daraus folgt, dnss die lebendige 
Kraft der Flüssigkeit eine homogene Function »weilen Grades von u, r, tu, 
p^ q, r ist, deren Coefficienten durch die Gestalt des Körpers und die Dichtig- 
keit der Flüssigkeit bestimmt sind. 

§. 2. 

Nach den gemachten Auseinandersetzungen ist die in Gleichung (1.) 
mit T bezeichnete lebendige Kraft des Körpers und der Flüssigkeit eine 
liomogene Function zweiten Grades von «, t?, tr, p, q, r mit constanlen Co- 
efficienten; nach der Annahme iil 12 eine Function der Coordinaten a, /:?, y 
und der Cosinus «m/^m/m ^29 A^/?-» «3 w'^a? /j- Zwischen den 18 Variabein, 
von welchen hiernach S2-\-T abhängt, bestehn 12 Bedingungsgleichungen, die 
6 Definitionsgleichungen für n^ v, w^ p, q, r nämlich und die 6 Relationen 

zwischen den 9 Cosinus «i, /!^|, Nach den Regeln der Variationsrechnung 

hat man, um die Gleichung (1.) zu entwickeln, zu i2 + T hinzuzufügen die 
mit unbestimmten Factoren multiplicirten Ausdrücke, welche den Bedingungs- 
gleichungen zufolge gleich Null sein sollen, und, wenn S die so erhaltene 
Summe bedeutet, die Gleichung 

unter der Voraussetzung zu entwickeln, dass jene Variabein und diese Factoren 
unabhängige Functionen von t sind. Die 18 Gleichungen, die man aus der 

Gleichung 

ÖS _ d / dS 
ds ■" 




erhält, wenn man hier für s der Reihe nach jene 18 Variabein setzt, bilden 
in Verbindung mit den 12 Bedingungsgleichungen die gesuchte Entwicklung. 

Die folgende Zusammenstellung giebt die Bedingungsgleichungen an 
und die entsprechenden Factoren, die eingeführt werden sollen. 

l>odingung»gleichuugeu. Factoren. 
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BüdingunfTjsgleicbungen. . Factoreo. 

<A + ßl + rl -1 = iA„ 

a^ + ^ + rl -1=0 iA« 

«^3 + /?^ + yi -1=0 ii33 

«i «3+ A ^J + ^5 ^3 =0 i„ = ;,j 

«3«!+ Ä/^1 +?'3yi =0 Äj, = A,j 

«I «2+ /?! A + ytT2 =0 Xi, = Ä,, . 

Daraus folgen diese 18 Gleichungen: 

iZL - r; ^^ - P 

ö« ~ *^' öp ~ ' 

dw ' dr ^ 
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ö«ß , wwr da , ^ da. , . , , . ^ d , ^ 

l^+^^ + ^1^+^"^ + ^-^ + ^33r3 = -^(ran 

Die Wertbe von U, V, W, P, Q, R, welche die 6 ersten Gleichungen geben, 
sabstituire man in die übrigen; die 3 folgenden erhalten dann unmittelbar eine 
zum weitern Gebrauche geeignete Form, während aus den 9 letzten noch die 
6 Grössen i. eliminirt werden müssen. Jene 3 Gleichungen werden : 

d / dT . dT , dT\ dSi 

y^ 'J { dl v'- du +'^* dv + '^' du> J - W 

d / dT , dT , dT\ dSi 

Die Grössen, die auf der rechten Seite der Gleichheitszeichen hier stehen, sind 
die Summen der Componenten der auf den Körper wirkenden Kräfte nach 
den Axen der ^, tj, ^. 

Multiplicirt man die Gleichungen (5".) 

mit 0C| oder mit «c, oder mit 03 

- yi - - yj - - /s 

und addirt sie jedesmal, so erhält man bei Rücksicht anf die Gleichungen, die 
zwischen diesen 9 Cosinus und den Grössen p, q, r bestehen: 

/ d dT dT dT , dSi , ^ dSi , dSl 

,,6, , d dT dT dT , dSi , ^ dii , dSl 

, d dT dT dT , dÜ , ^ SSi , dSi 

.w-diF = p-di-^^-d;r+'''-d^+^'w^^'~dir' 

Die erwähnte Elimination der Grössen il aus den 9 Gleichungen, in denen 
diese vorkommen, kann man bewirken, indem man die Gleichungen 

mit oder init —yi oder mi ß^ 

- y, - - - - -«j 

- -ß, - - a, - - 

31» 
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mit 






oder 


mit 


-^ 


oder mit 


ß. 


h 


- 


- 





- 


— 


— Ol 


-A 


— 


- 


«2 


- 


- 








- 


- 


-/3 


- 


- 


A 


ri 


- 


- 





- 


— 


— «3 


-ih 


- 


- 


«3 


- 


- 






inultiplicirt und jedesmal addirl. Setzt man der Kürze wegen 

„ du r,dSi , dSi a dSl , dSi ,. du , eSi a dSi 

d. b. bezeichnet man durch M^j, M^, M^ die Drehungsroomente der anf den 
Körper wirkenden Kräfte in Bezug auf die Axen der |, iy, ^; nimmt man ferner 
an, dass die Axen der x^ y^ 2 durch Drehung den Axen der |^ 77^ ^ parallel 
gemacht werden können^ so dass 

«l = ftir^ — ßzY^-^ ßi = ;'2a3 — ^3«^, Yi = «2Ä-«3/^2, 

«2 = /?3r«— /^l/3, /^2 = r3«|— ri«39 ^2 = «3^1 " «l/^39 

«3 = /5iy2— Ä^i, Ä = /i«2-;'2«M y3 = «iÄ-«,/?i 

ist, so erhält man auf dem angegebenen Wege nach einigen Transformationen 
und bei Rücksicht auf die Gleichungen (5".): 



rf U/^|/-^/^)|^+(Ar-^/?)|^+(Äy-y3/?)|J 



+«.-^ +«,-^ +^3-5;r 



= ^ij 



^m rsm fh^p 



^ '■' < dt \ . ar i^T ar l i' 



+Äf +/^»lf +^'-ir 

^ l(«./?_/3,«)^+(et,/3-/9,«)-|^ + («,/J-/3,o)-|^ 

*") , dT , dT , dT 

+r'-dF +r^-dT +^^"ör 



= Jf;. 



Die Elimination der Grössen l aus den 9 Gleichungen, in denen sie vor- 
kommen, lässt sich auch dadurch erreichen, dass man diese Gleichungen 
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mit oder mit — a, oder mit 






«3 

— «2 



-ß. 





a, 
ßi 
Yi 



«2 

Yi 

-Ol 

-ßi 







multiplicirt und jedesmal addirt; dadurch erhält man: 



d^BT 

I dt Bp 






BT 

Bto 

BSi 



— » 



BT 

Bv 

BU 



, BT 
BSi 



BT 

Bq 

BSi 



BSi 



BSi 



+«'ö^-''*:ä^+'^*öÄ~^'öÄ+^'^~^'^' 



(6*.) 



d_8T 
dt Bq 



-rr-sr- = IP 



BT 

du 



— u 



BT 



BT 



^+''-8f-P 



BT 

Br 



BSi 



, BSi BSi , a BSi ,. BSi , BSi 

-^"'B^-"^B^+P'Bß;-P'3ß:^^'W:~^'dir^ 



£8T _ 3T_ 
dt Br ~ Bv 



— V 



, BSi 



BT BT BT 

Bu '^ Bq ^ Bp 

BSi ^ BSi ßBSi BSi 



»öy. 



BSi 



§. 3. 



Es soll jetzt die Annahme eingeführt werden, dass keine Krfifte auf 
den Körper wirken, das Potential il also gleich Null gesetzt werden kann. Die 
Gleichangen (5^.) und (6^.) nehmen dann die folgende, einfache Gestalt an: 



(7.) 



, d BT 

\ dt Bu 


BT 
= 9 Bw 


BT 

»•-ST' 




d BT 

dt de 


BT 


BT 




d BT 

Idt Bv> 


BT 
= P Bf»- 


BT 
9 Bu' 




d BT 
dl Bp 


BT 

~~ Bu> 


BT , BT 


ST 
-'öq^ 


d BT 
dl Bq 


BT 


BT BT 
Bu> Bp ' 


BT 
-P Br' 


d BT 

^dt Br 


BT 
= «öe- 


BT , BT 
• Bu -^P Bq - 


BT 
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Man findet 3 allgemeine Integrale dieser Gleichungen, indem man sie 

mit u oder mit -tt— oder mit 



- r - 



- ip - 



- p - - 



- q - 



- 



- r - - 



du dp 

dT öT 

öv dq 

ÖT_ _ . ÖT 

öu 

dT 

dr> 

BT 



dw 



multiplicirl and jedesmal addirt. 
Erwägt man, dass 



und 



-_ BT , BT . BT , BT . BT , BT 

2^ = "-eJr+''-ör+«'äS-+''-eF+^"ö^+''-ör 



dT _ BT du BT dv BT dw BT dp BT dg BT dr 
dt ~ Bu dt'^ Bv dt^ Bw dt"^ Bp dt^ Bq dt"^ Br dt 



ist, s» ergiebt das erste Faktorensystem: 

2T = L; 
die beiden andern ergeben: 

<«•) i (lf)"+(^)"+(|^)- = «. 

dT^§T_ dT^dT_^ dT_dT^ - TV 
du dp dt dq dw dr ^ ^ 

wt) /., itf« iV willkürliche Constanten bedeoten. 

() nndoro Integralgleichongen des vorliegenden Problems erhält man 
iiUH dttn (iloiohungon (5^) und (6".)- Setzt man in diesen der eingeführten 
VtiriiuHHOtKung gemftss 

dSl dSl dSi ^ j^ j^ 

■5^' W W ^' '' ^ 

HJitloh Null, 80 folgt aus ihnen: 
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■ I dT , dT , dT . 

I dT , dT , dT „ 

dT , dT , dT ^ , an d 

(10.) j/3.-|^+/3a-|^+/33-|^ = S+yA-«C, 

wo A, B, C, -^, B, /' willkürliche Constanten bezeichnen. 

Die beiden letzten der Gleichungen (8.) sind Folgen der Gleichungen 
(9.) und (10.), und die Constanten M und N sind durch die Constanten 
A, B, C, A, B, r ausdrOckbar. Quadrirt man nämlich die Gleichungen (9.) 
und addirt sie, multiplicirt man dann die Gleichungen (9.) mit den Gleichungen 
(10.) und addirt sie wieder, so erhfilt man bei Rücksicht auf die Gleichungen (8.): 

( A' + B' + C" = if, 
(11.) 

^ fA^+Bß+Ci^ = N. 




§. 4. 

Bevor vereinfachende Voraussetzungen in Bezug auf die Gestalt des 
Körpers und die Vertheilung der Masse in ihm eingeführt werden, möge 
eine particuläre Lösung der vorliegenden Differentialgleichungen angeführt 
werden, welche unter denselben Annahmen gilt, als die im vorigen Para- 
graphen abgeleiteten Gleichungen. 

Die Gleichungen (7.) erfüllt man, wenn man p = 0, q = 0^ r = und 
^9 ^9 ^ gleich Constanten setzt, deren Verhfiltnisse mau passend bestimmt, 
nfimlich so, dass 

dT dT dT 

u:e:fD = -5— :-5— :-2— 

Oll dv ovo 

ist. Erwägt man, dass, wenn p^ q, r verschwinden, T eine homogene Function 
iweiten Grades von u, e, w wird, und zwar eine, die stets positiv bleibt, 
80 sieht man, dass die Bestimmung der Verhfiltnisse ti:r:iD flbereinkommt 
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mit der Bestimmung der Hauptaxen eines gewissen Ellipsoids. Es folgt daraus 
mit Leichtigkeit, dass es fflr jeden Körper 3^ und im Allgemeinen nur 3, auf 
einander senkrechte Richtungen giebt, in denen er ohne sich zu drehen in 
der FlQssigkeil fortschreiten kann. 

§. 5. 
Die Zahl der Constanten, die in dem Ausdrucke von T vorkommen, 
ist im Allgemeinen 21; es soll jetzt untersucht werden, wie diese Zahl sich 
verringert, wenn der Körper gewisse Symmetrieen darbietet. Dabei soll zu- 
erst der Theil von T ins Auge gefasst werden, den die lebendige Kraft der 
Flüssigkeit bildet. Das Doppelte dieser lebendigen Kraft setze man 

= 011«^+ 2ai2uv + 2ai3 uw + 2ai^up + 2atsnq + 2a,oiir 
+ (hif>^ +2(hzeu> + 2ai^ep + 2a2seq + 2a2tif>r 
+ (h5^^+ 



Dieser Ausdruck ist dann, wenn die Dichtigkeit der Flüssigkeit durch () 
bezeichnet wird. 

= ,//>., * j(|£)-+(f )V(-g-)l , 

WO die Integration über den Raum auszudehnen ist, den die Flüssigkeit zur 
Zeit t erfüllt, und (p die in §. 1 besprochene Function von x, y, s bedeutet. 
Substituirt man hier für </) den in Gleichung (3.) angegebenen Werth, so 
findet man für die Coefficienten a die folgenden Ausdrücke: 

a., = ,JJ/ä.ä, äs j(^)V(|^)V(%)l , 



oder auch, wenn dS ein Element der Oberfläche des Körpers und N die nach 
dem Innern der Flüssigkeit gerichtete Normale desselben bedeutet: 



Es werde nun angenommen, dass die Oberfläche des Körpers sym- 
metrisch iü Bezug auf die x^* Ebene ist, d. h. dass, wenn x^ y^ ^ die Coor- 
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dinaten eines Punktes derselben sind, sie auch den Punkt x, —y^ a entbilt. 
Zwei Punkte, wie diese, sollen enisprechende Punkte genannt werden. In 
zwei entsprechenden Punkten der Oberfläche haben dann, den Gleichungen 

(4.) zufolge, ^, -^, -^ gleiche und ^, -^, ^ entgegengesetzte 

Wertbe. Daraus folgt, dass in irgend zwei entsprechenden Punkten des von 
der FlQssigkeit erfOllten Raumes, also auch in zwei entsprechenden Punkten 
der Oberfläche des Körpers, 9)1, cp^^ (fs gleiche und ^^, 9)4, (pQ^ bei passender 
Beslimmung der in ihnen vorkommenden additiven Constanten, entgegenge- 
setzte Werlhe haben, und daraus ergiebt sich weiter, bei Rttcksicht auf die 
Gleichungen (12.)^ dass diejenigen a verschwinden, bei denen ein Index der 
Reihe I, 3, 5, der andere der Reihe 2, 4, 6 angehört. 

Die doppelte lebendige Kraft des Körpers ist, wenn dm ein Element 
seiner Masse bezeichnet, das die Coordinaten x^ y, z besitzt, in Folge der 
Bedeutung der Ausdrücke (2.): 

= fdm |(tt+ ry - qif-\- {f> +pz - rx^-^r {v> + qx —pyf\ 
oder 

= fdm tii^+ r^+ w'+ (y^+ z^)/i^+ (z^+x^) q'+ (a?^+ y') r' 

4- 2ic (ipj — €r) + 2y (ur — tqci) + 2z (f?p — tiqr) 
— 2yz 5fr - 2za?fy — 2ajy/>g| ; 

ist die Vertheilung der Masse symmetrisch zur xz- Ebene, so verschwinden 
hier diejenigen Glieder, welche die Factoren 

ur — irp, qry pq 

enthalten. Setzt man jenen Ausdruck allgemein 

+ bntr +2b23f>fc + 



. • • 



so verschwinden daher, sobald die Masse symmetrisch zur a^z- Ebene ver- 
theilt ist, diejenigen by bei denen ein Index der Reihe 1, 3, 5, der andere 
der Reihe 2, 4, 6 angehört. 

Daraus folgt, dass, wenn man allgemein 

2T = CHv'+2ci2f«?-t-2c,3iiir + 2ci4tip + -" 

+ Cjif' +2C23VW + 
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setKl, diejenigen c gleich Nnll sind, bei denen ein Inde^ der Reihe 1^ 3^ 5, 

» 

der andere der Reihe 2, 4, 6 angehört^ fnlls der Körper, sowohl in Besag 
riuf seine Gestalt, als in Bezug auf die Vertheilung der Masse in ihm, symme* 
frisch zur ors- Ebene ist. 

Findet eine solche Symmetrie in Bezug auf die yx- Ebene oder die 
zjf- Ebene statt, so treten an Stelle der Reihen 1, 3, 5 und 2,- 4,- 6 die 
Reihen 2, 1, 6 und 3, 5, 4 oder die Reihen 3, 2, 4 und 1, 6, 9. 

Vs[ der Körper symmetrisch in Bezug auf die drei GoordinatenOTteöe'n,- 
s^o enthält hiernach der Ausdruck von 2T nur die Quadrate' töti u,t,fDfPyg,r. 

Es soll nun angenommen werden, dass der Körpei^ der Gestalt und 
der Vertheilung der Masse nach ein Rotationskörper isL dessen Axe mit der 
.r-Axe zusammenfallt. Es findet dann Symmetrie in Bezug auf die a:y-Ebene 
und in Bezug auf die or^-Ebeäo statt, und daher ist 

+ 2e,iitr + 2c^fDq. 

Zwischen den hier vorkorti^tiendert Constanten bestehen aber nocl^ eiuig'e Be-^ 
Ziehungen. Kfm diese zd* ^ndeä, föhfe man neben dem System der Xy y, z' 
noch ein zweites im Körper festes Cöordinatensystem, das der xy yfy-^ V ein ; 
in Bezug Auf dieses sollen al'y t>\' «b', p^ q^ r\ Ca, c^, .-. . dieselbe Be- 
deutung haben, wie ti, t?, tr, p, q, r^ (Jh, c,2, ... in Bezugs auf jenes. Die' 
beiden Cooi^dinatensysteme sollen denselben Anfangspunkt un'c^ ditftäelbe x^Axe' 
haben, sodass, wenn x^y^z und a;'^/^^V ^^^^ auf denselben l^üilkt' beirieheii: 

et — X, 

s = -y'sm9+i*i!!6S& 
is(. ^'e^en der BedöUtung^ der Ausdrücke (2.) besfteheli dann dtld' Glleicbatalgfeii :■ 

i-^fs-fit = (f<+jB'a'- rV) cos & + (*'+ ^x'-p'^)^»,^ 
* -^ ^ -/»y ^ - («J'+ p'i'- r'st') sin» + («»'■+ q'x'-p'y') cos ^y 
äur ^VöI«Hört' fölS^l :- 
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Eine Symmetrie, wie in ßczug auf die xy-^ und o:«- Ebenen besteht 
auch in Bezug auf die xy- und a:'i5'- Ebenen; es ist daher auch 

41 = CnU +c..ir +r„M7 +c^p +ery,q +c,,j 

Se^ man die beiden AusdrQcke von 2T einander gleich und drQckt die 
Grössen u^ r, w^p^q^ r durch n^ f>\ to\ p, q\ r aus, so erhfllf man durch 
Vergleichung der Coefficienlen der entsprechenden Glieder: 

und Gleichungen, die aussagen ^ dass die Grössen c den entsprechenden 
Grössen c gleich sind. Hiernach ist 

Dieser Ausdruck Hsst noch eine Vereinfachung zu. durch eine passende 
Wahl des Anfangspunktes Aer Coordinaten auf der x-Axe. Um das zu zeigen. 
fahre man, ähnlich wie oben, neben dem Coordinatensystem der x, y, z ein 
jsweites, das der x, y\ 9' ein, das so gewählt sein soll^ dass für jeden Punkl 

x^x'+a, y = y', » = a' 

iti, Bßi §JD^r ähnlichen Bezeichnung, wie sie oben gebraucht ist, hat man dann : 

u + ryr^q!^ = u+r'y''='qn', 
P+pz-^rx = e'+p'z—rx, 
$p + qx-py ^%d'+^'x-pY, 

«In 

p> = w-^q'^y r = r' 

woraus fol^ft; 

^55 =^ C^ — 2«^0<» + C22 ö% 

ftierftoff gaht hervor, dois« wenn der Anfangppimkt fißr jb' beliebig gewählt 
Ut, ü 10 l^eitimmt werden kwi, dais 
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also 

(13 ) 2T = cnu'+cn if>'+ w') + c^p'+ c^{q'+r') 
wird. 

Es möge bemerkt werden, dass diese Gleichung, wie aus ihrer Her- 
leitung ersichtlich ist, auch gilt, wenn der Körper kein Rotationskörper ist, 
sobald er nur symmetrisch ist in Bezug auf zwei oder mehr Paare aufeinander 
senkrechter Ebenen, die durch die x-Axe gehn; was z.B. bei einem homo- 
genen, geraden Prisma oder einer solchen Pyramide von quadratischem oder 
regelmässig sechseckigem Querschnitt bei passender Wahl der x-Axe statte 
findet. Auch für solche Fälle werden also die Folgerungen gelten, die an 
die Gleichung (13.) geknöpft werden sollen. 

§. 6. 

Den durch die Gleichung (13.) bestimmten Werlh von T denke man 
sich nun in die Gleichungen (7.) substituirt. Die vierte von diesen wird dann: 



die andern werden: 



^ = d.h. p = const. ; 

du f . 

Cn-^ = —Cnier-wq), 

dt 
4 j > du> 

Css-^ = — (Cii— Cia)lic — (C44— C55)p5r. 

An Stelle der Variabein v, w, q, r sollen hier neue 9, a, (p, yj eingef&hrt 
werden, so dass 

f? =9C08(p, q = acos{(p+tp\ 

w ==«8in9)^ r = a8ia{(p + tp\ 



(15.) 
also 



Dq + wr = eacosrpy 
w-^voq = eawitp 
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ist. Die erste der Gleichungen (14.) wird dann: 

(16.) Ca^ = —Cnsaümp, 

und, da 

9^dq> = ^wde'\-edw 

ist, so folgt aus der zweiten und dritten: 

(17.) ^-^ = -Ca — COSV^+C22/>. 

Die drei Integralgleichungen (8.) werden: 

(18.) {cW^-cW =M, 

IciiC^up+CnCssea cos tp = iV, 
oder 

(19.) j a = »^F?^, 

aacosip = h — h'u, 

wenn /*, jjr, A, /^^ ^'^ A' Constanten bedeuten, die in gewisser Weise von 
L, M, N, p und den Grössen c abhängen. Hieraus folgt: 

die Gleichungen (16.) und (17.) geben daher: 

du 



(20.) Carf/ = -Cn 



m-ru*)Cg-g'u^-ih-h'uy 
nnd 

"(/•-ro/c/'-roö-j'O-cA-*'«)* 

Diese beiden Gleichungen erlauben t nnd <p durch elliptische Integrale 
als Functionen von u darzustellen nnd u und 9> mit Hfllfe elliptischer Functionen 
durch t auszudrflcken. Ist das geschehen, so kann man durch Benutzung 
von (19.) und (15.) alle in (14.) vorkommenden Unbekannten als Functionen 
von t darstellen. 

$• 7. 
Hat man bei einer beliebigen Gestalt des in der Flüssigkeit bewegten 
Körpers u, e, w, p, q, r durch die Gleichungen (7.) als Functionen Ton t be- 
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stimmt, so erfordert die Berochnung der eigentlichen Unbekannten des Problems, 
nämlich der Coordinaten a, ß^ y und der Cosinus «i, /3,, yi, «29 ßi^ 7%^ 
«3, /^3 9 Y% immer nur die Ausführung von Quadraturen. 

Von den willkflrlichen Constanten A^ B, C^ die in den Gleichoiigen 
(9.) vorkommen, kann man zwei, etwa B und C, gleich Null set^sen, ohne die 

Allgemeinheit der betrachteten Bewegung 2u beeiqtrSchttgen ; man vertagt 

BT 

dadurch nur Aber diß ][lichtung der £-Axe. Betrachtat man ngmlieh ^, 

^, -5- als die Componentan einer Geschwindigkeit nach dan Axea 4or ^jf^^j 

so zeigen die Gleichungen (0.)? dass die Componenten dieser Gesphwindigkeit 
nach den Axen der ^^ 77^ ^ den Constanten A, B, gleich sind; giebt man 
der I-Axe die Richtung dieser Geschwindigkeit, so wird ff = und 0=0. 
Zugleich wird nach (U.); 

A" = M. 

Multiplicirt man nach dieser Festsetzung die Gleichungen (9.) 

mit «1 oder mit a^ gier mit «^ 

A . ß, ß, 

ft ri ^ 

und addirt sie jedesm»!, so erhfilt maqf 

_ \ BT i (9P _\ QT 

^»-"TäS'' "^""üTt' *'""Tö5' 

Um für 4i^ übrigen Cosinus Ausdrücke %w findan, ?ata5e man? 

«1 =» costf, 

a, = -r-sin^sind^ 

o^ 3:^ cos0sin0y 

/?, = sinysintf, 

/3i ac: 0Q»^cos]F4-«in^8ia!IP'CQStf^ 

/?3 Ä nn^coa!P-:^pop^ji{nJFMs0^ 

Y^ m 0064>iin V^'^sin^coaT^ciistf^ 
y^ == pin * sin ¥"+ cos * cos ?Pco8 0. 

Pia Winkel 6 und <^ sind dann aus den Wertban von Oi, o^, a^ m b«« 

ptimman« und ß» bleibt nnr W m ermittaln. Mm bat abar 

tgy =3 ^Ä, 

■ -.J ' .'•' / ••••1 - ■' .-. ; 5 . • ■ ;i| '.■..:■ 
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ond^ nach den Definitionsgleichun^en von p, q, r: 

mtt HOlfe hiervon findet fhan: 

dt aj + aj 

öder 

.BT BT 
dV ^ ^d^+^diS 



2inr Beslimmnng . der Coordinaten ß und /^ fahren die Gleichttnged (10.). 
Bie beiden letzten voll diesen geben, #enn man die in ihnen vorkommenden 
Gonstanten B und /' gleich Null BeUt4 was daranf binanskommt^ iaM man 
Aber die Lage d^ ^-Axe rerffigt: 

a .. . l /. BT , BT , ÖTn 

^ = -^v^Bp+r^Tq+r^df)' 

j)ie erste der GleichAiigen (10.) fflhrt auf die letite der Gleichungen (8.) 
tnrück. Die Ordinate tc endlich ergiebt Sich aus der Gleichung 

oder 

iä däm im Vorigen Paragraphen behandelten Falle, dans def Kdfrfet ^ 
ItOfationskörper ist, kann man setsteni: 

* = -2 -f y,' 
ins -eieft&ttNg (%i.) mt^i 

Me' 6fekb«äg (23.): 
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oder, da nach (18.) and (19.): 

f—-£L r' — .£iL 



Führt man nun fflr dt den ans (20.) sich ergebenden Werth ein, so erhält 
man auch V und a als elliptische Integrale durch u ausgedrückt. 

§. 8. 

Lässt man die Constanten h und h', die durch die Gleichungen (19.) ein- 
geführt sind, oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Constanten p und N ver- 
schwinden, so gelangt man zu dem, im Eingange angefahrten, von den Herren 
Thomson und Tait behandelten Falle. Es wird dann q> einer willkürlichen Con- 
stanten gleich; setzt man diese gleich Null, d. h. verfögt man bei gegebener An- 
fangsbewegung in gewisser Weise über die Richtung der y-Axe, so wird 

10 = 0, 9 = 0, * = y- 

Femer wird auch ^P* gleich einer willkürlichen Constanten; macht man diese 
gleich -ö-, indem man die Richtung der 77-Axe passend wühlt, so hat man: 

«1= cosOy ßi = s\nO, ^1 = 0, 
«2 = — sin tf, /92 = cosO, ^2 = 0, 
«3 = 0, /?3 = 0, y, = l, 

cosö = -T-C||ii, 8ind = — -jC«©. 
Endlich findet man 

y = 0, /? = -^C5sr, 

während a aus Gleichung (23.) zu berechnen ist. 

Es hat keine Schwierigkeit für diesen Fall die in den beiden vorigen 
Paragraphen abgeleiteten Gleichungen weiter zu discutiren und durch sie die 
Unbekannten des Problems als elliptische Functionen der Zeit aussudrflckeii. 
Einfacher aber gelangt man zu demselben Ziele durch Betrachtungen, die sich 
an die Differentialgleichungen knüpfen, die in diesem Falle gelten. 
Setzt man in den Gleichungen (14.) 

tt? = 0, P = 0, 5 = 0, 
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SO werden sie: 

du 

c.,-~ - -c,,rr, 
dr 

Vergleicht man dieselben mit den identischen Gleichungen: 

(isinamAf 



dt 
dt'osamA/ 

Jt 
d/lsi\w ft 



= lcosnm).tJBa\i.t^ 
= — Äsinami/^/am A/, 
= ~>.;f'sinam/,/cosamA<^ 



dt 

in denen x den Modul der elliptischen Functionen bedeutet, so sieht man, dass 
bei passender Wahl des Anrangspunktes der Zeit die Grössen u, v^ r die Werthe 

Islnamlt, mcosamkt^ nJamlt 

annehmen müssen^ wenn die Constanten passend bestimmt werden. Diese 
Werthe können unter jene Grössen so vertheilt werden, dass alle Constanten 
reell sind und x ein echter Bruch ist. * Um das zu bewirken, gehe man von 
den Gleichungen 

aus, in welche sich durch die jetzt eingeführten Annahmen die Gleichungen 
(18.) verwandeln, und welche Integrale der jetzt vorliegenden Differential- 
gleichungen sind. Bedenkt man, dass, wenn die genannte Absicht erreicht ist^ 
cos^am und ^am abnehmen, wenn sin^am wächst, so folgt aus der zweiten 
von diesen Gleichungen, dass eine von den beiden Grössen u und v durch 
sin am ausgedrückt werden muss, weil ihr zufolge u' und r* in entgegengesetztem 
Sinne sich gleichzeitig andern. Aus den beiden Gleichungen ergiebt sich 

( c„(c,2-c,j)fi^ + C22C56r' = Consl. 

(24.) ) und 

( C22(c,i — C22)f?' + c„C55r = Consl. 

Da nun Cn, c^,, c^s positive Grössen sind, so folgt aus derselben Eigenschaft 
der in Rede stehenden elliptischen Functionen, dass u durch sin am ausgedrückt 
werden muss, wenn C22>Cu, und r, wenn c„ >> c.2 ist. Jeder dieser beiden 
Fälle theilt sich wieder in zwei. 
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Ist H durch sin am aosgedrQckL also c^j^c^^ so kann v durch cos am 
und r durch ^am auszudrücken sein oder umgekehrt. 3Iaassgebend ist dabei^ 
dass cos^am für gewisse Werthe des reellen Arguments verschwindet, ^/'am 
aber nicht. Bezeichnen Ti und Ti die Werthe, die r und r zu einer beliebig 
gewählten Zeit besitzen, so ist nach ^24.' 

— ^-; Ci — ^11. r-hCiiCssr - — C22{c22— Ca)ri+CiiC55rl. 

Es kann hiernach r~ verschwinden und r kann nicht verschwinden, sobald 
der Ausdruck auf der rechten Seile dieser Gleichung positiv ist; das Um- 
gekehrte findet statt, sobald dieser Ausdruck negativ ist; im ersten Falle ist r^ 
im zweiten r durch cos am auszudrücken. 

Eline ähnliche Betrachtung ist auf den Fall« dass CtiZ>C22 ist, anwendbar. 

Es sollen für die vier Fälle, die hiemach zu unterscheiden sind, die 
Formeln angegeben werden, welche die Unbekannten des Problems in reeller 
Form als Functionen der Zeit darstellen. Dabei sollen durch tf,i, «u? r,, die 
Werthe von n, r. r für / = bezeichnet werden. Eine von den Grössen 
ti^,« r„ ist dann NulL die andere und r,. sind den Grössen m, n gleich, da, wenn 
das Amment verschwindet, sin am = und cosam='^am = l ist. 

Fall 1. 
Wenn r^>r„ nnd r„r„rj >CM;cn — c„)rl, so ist 



ir = /sinamA/« c^t = — ** ^ ^ ^ 

c Ir 
r — r,»cos am i/^ r;,r„ = ^X^" ' 

r -r^^amü, Cs'^u — ^ t 

X — ___— ^— - 

c t r 

l = Tu» 

= -y-amil, 

i ^ _Jk5L^amil, 
• er 




Kirekhoff, über die Bewegung eines Rotaiion$körper$ in einer FkieeigkeU. 259 



WO 



J^amudu 







und a=0 für < = angenommen ist. 

Fall 2. 
Wenn e^. >>C|, und ei^^c» — C4i)r?>CaC55rJ, so Ist: 

u = tsinsmXt, 
r =^etiJBtnXty 
r = r,, cos am kt^ 



l 






- 1 _ «..«'.'•. 


9 


c„i - ^ , 


• 

9 








K, 








*' 


= 




• 


«ti 


t(Ctt-C|.)«'J ' 


;i 


— 


X 


• 


/ 


= 


— « -Co? • 



■» — Cm*!)» 

/i = -iuls-cosam«. 



Fall 3. 
Wenn 0,1"^ c^i and CnCuf^ >>e,i(cii— Cij)«^, so ist 

ii = tii,co8amAf^ Cut^,= *Y * , 

e =/sinaoiil<, 0»/= " >* * ^ 

^ _ Cii(gii-o«»; 

* — 1 Z li * 



««««% 
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/= 4^«.. 



Ctt 



6 = — am It, 

«11 »0 



Fall 4. 
Wenn Cii';>c-a und Cii(c„ — Ci2)«i>C2iC55rJ, so ist 



u = ti„J am It, 


C|l «U — j^jj« » 


V — /sinamA/, 




r = r„ cos am kt, 




x' = 


"jt "ss *"• 


c.,(cm-c..)«; ' 


i = 


»•o 


l == 





^ = C,iMu, 

(M96 = Jamkt, sin<7= — pfsinamiK, 
ß=-^i^co9amU, 






§.9. 

Noch ein zweiter specieller Fall des hier behandelten Problems möge 
erwähnt werden. 

Die Differentialgleichungen, die aus (14.) durch die Substitution (15.) 
entstehen, und die oben nur theilweise angegeben sind, sind volIstAndig diese: 
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= — Cja^^siny/, 



C|i 


du 
dt 


C22 


d» 
dt 


C55 


da 
dt 


Cn 


d<f 
dt 


n.. 


dtp 



= Ciiuasintp, 



= — (c,i — C22) tt« sin v^, 



dw a 



COSlp+C22P, 



Eine particuläre Lösung derselben erhält man, wenn man ^ gleich Null, ferner 
Uy 8, o gleich Constanten, die der Gleichung 

«(c,iCs5-j- — «22(^11 — C22)— ) = CnC^p 

genügen, und 

setzt. Man hat dann weiter: 

Aa 



y = - 
c, 






/? = -TtiCaC^^ua—CnCn^sp) cos V^ 

y = ^(CiiC55fi(y— AöC44«p)siny. 

Ans diesen Ausdrücken von a^ ßy y folgt, dass der Anfangspunkt der x^ y, « 
mit gleichbleibender Geschwindigkeit eine Schraubenlinie durchläuft, deren 
Axe die ^-Axe ist. Nennt man R den Radius der Cylinderfläche, auf der 
die Schraubenlinie liegt, so ist: 
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oder wegen der Relation, die zwischen ii^ Sy p^ a bestehen soll: 

Die Geschwindigkeitscon^ponente des genannten Punktes senkrecht zur ^-Axe 
ist daher 

Bezeichnet man durch ii die Tangente des Winkels, den die Richtung eines 
Elennentes der Schraubenlinie mit der Richtung der ^-Axe bildet, so ist hiernach 

Soll ii einen gegebenen Werth haben, so ist das Verhältniss u\s aus dieser 
Gleichung zu bestimmen; dieselbe hat zwei reelle Wurzeln, sobald 

Ist weiter der Radius R gegeben, so dient die fflr diesen aufgestellte 
Gleichung zur Bestimmung von o\s. Die zwischen u^ Sy p, o angenommene 
Relation lehrt dann p:u kennen, so dass die Verhältnisse der genannten vier 
Grössen bestimmt sind. Diese können selbst berechnet werden, sobald noch 
die Geschwindigkeit, mit der die Schraubenlinie durchlaufen wird, gegeben 
ist. Man sieht, dass die Realität ihrer Werthe allein durch die Ungleichheit 
bedingt ist, die erfallt sein muss, damit das Verhältniss s:u reell ist. 

Die in diespm Paragraphen angegebenen Resultate sind aus den Dif- 
ferentialgleichungen (14.) hergeleitet; sie lassen sich auch herleiten aus den 
Integralgleichungen, die im §. 6 entwickelt sind. Zu diesem Zwecke hat man 
die Relationen zwischen den Constanten der Integration aufzustellen, die er- 
fflUt sein müssen, damit die Gleichung fflr u, die man erhält, wenn man den 
Ausdruck unter dem Wurzelzeichen in Gleichung (20.) gleich Null setzt, zwei 
gleiche Wurzeln hat, die dem Anfangswerthe von u gleich sind. 

Heidelberg, im November 1869. 
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lieber die Kräfte, welche zwei unendlich dünne, 
starre Ringe in einer «Flüssigkeit scheinbar auf 

einander ausüben können. 

( Von Herrn G. Kirchhoff in Heidelberg.) 



Auf einen starren Körper, der in einer bewegten Fiössi«:keit sich be- 
findet, werden von dieser Druckkrfirte ausgeübt, die im Allgemeinen sich nicht 
aufheben. Ist in der Nfihe des Körpers ein zweiter vorhanden, so wird dieser 
von Einfluss auf die Bewegung der Flflssigkeit, also auch auf die Druckkräfte 
sein, die auf den ersten wirken. In einem Falle, in dem diese Druckkräfte 
sich aufbeben, sobald der zweite Körper in die Unendlichkeit gerückt ist, 
sonst aber von Null verschiedene Resultanten haben, wird man sagen dürfen, 
dass der zweite Körper auf den ersten scheinbar Kräfte ausübt, die diesen 
Resultanten gleich sind. Ein solcher Fall findet statt, wenn die beiden Körper 
unendlich dünne Ringe sind und die Flflssigkeit die allgemeinste Bewegung 
hat^ die sie haben kann, während sie in der Unendlichkeit ruht. 

Genauer präcisirt sind die Voraussetzungen, welche hier zu Grunde 
gelegt werden sollen, diese: Die Flüssigkeit ist unzusammendrfickbar und ohne 
Reibung; sie ist vollständig begrenzt durch die Oberflächen der beiden Ringe 
and eine im Unendlichen liegende, geschlossene, feste Fläche; auf ihre Theile 
wirken keine Kräfte; diese Theile rotiren nicht und haben Geschwindigkeiten, 
die sich überall stetig im Räume ändern. In Bezug auf die Gestalt der Ringe 
wird angenommen werden, dass ein jeder von ihnen eine iMittellinie hat, die 
eine beliebig gestaltete geschlossene Curve ist, und dass die auf dieser Mittel- 
linie senkrechten Querschnitte Kreise von einem unendlich kleinen, constanten 
Radius sind, deren Mittelpunkte in der Mittellinie liegen. 

Unter diesen Voraussetzungen wird bewiesen werden, dass die beiden 
Ringe scheinbar Kräfte auf einander ausüben, die denjenigen gleich sind, mit 
welchen sie aufeinander wirken würden, wenn zwei elektrische Ströme in 
ihnen flössen. 

Bei den gemachten Festsetzungen giebt es für die Bewegung der 
Flflssigkeit ein Geschwindigkeitspotential; es möge dieses durch (p bezeichnet 
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werden, die Zeil durch t, die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes des 
zur Zeit t von der Flüssigkeit erfüllten Raumes durch x^ y, «^ der Druck 
durch py die Dichtigkeit durch q; dann sind 

drp dfp d(p 

die Componenten der Geschwindigkeit zur Zeit t im Punkte x, y, «^ und es ist 

f--t-ä(©'+(|)+(g)')- 

Dabei ist (p eine in dem ganzen Gebiete seiner Argumente stetige, aber im 
Allgemeinen vielwerthige Function von x, y, s, t. Sind (p' und (p^' zwei 
Werthe von (p für dieselben Werthe von x, y, is, t und ist 

so ist X unabhängig von Xj y, z, da die Geschwindigkeiten einwerlhig sein 
müssen, und auch unabhängig von ty da der Druck einwerthig sein muss; 
es ist X also eine Constante. 

Dass (p mehrwerthig sein kann^, ist eine Folge davon, dass der von 
der Flüssigkeit erfüllte Raum ein mehrfach^ und zwar dreifach, zusammen- 
hängender ist. Man denke sich diesen Raum in einen einfach zusammenhän-- 
genden durch zwei Querschnitte verwandelt; als solche mögen zwei Flächen 
genommen werden, von denen die erste vollständig begrenzt wird durch eine 
Linie, die auf der Oberfläche des ersten Ringes der Mittellinie dieses parallel 
verläuft, die zweite durch eine Linie, die in gleicher Weise auf der Ober-- 
fläche des zweiten Ringes gezogen ist. Dazu, dass es solche Flächen ^iebl. 
wird erfordert, dass die Ringe sich nicht gegenseitig umschlingen. Der Fall, 
dass dieses geschieht, soll von der Betrachtung ausgeschlossen werden, ob- 
wohl auch in ihm, wie sich leicht erweisen lässt, der zu beweisende Satz 
seine Gültigkeit behält. In dem, auf die angegebene Weise gebildeten, ein- 
fach zusammenhängenden Räume ist (p einwerthig, hat aber auf beiden Seiten 
eines jeden Querschnitts im Allgemeinen verschiedene Werthe. Für den ersten 
Querschnitt sei die DiiTerenz dieser Werthe x^^ für den zweiten y,2^ wobei 
dann nach der vorher gemachten Bemerkung x^ und x^ Constanten sind. 

Die Bedingungen, denen die Function ip nun zu genügen hat, sind diese: 

1) In dem ganzen Gebiete von x, y, z ist 

d*tp d*€p d*tp _ ^ 
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oder, wie hierffir gesetzt werden soll, 

J(p = 0. 

2) Bei dem Durchgange durch den ersten Querschnitt ändert sich (p 
sprungweise um Xt^ bei dem Durchgange durch den zweiten uro ^2. 

3) Bedeutet N die nach dem Innern der Flüssigkeit gerichtete Normale 
eines Elementes der Grenzflächen derselben, so ist für alle Punkte der Ober- 

fläche eines jeden Ringes ^~r gleich der Componente der Geschwindigkeit 

des anliegenden Theiles des Ringes nach der Richtung von N. 

4) Für die Punkte der im Unendlichen liegenden Grenzfläche der 

Flüssigkeit ist -^ = 0. 

Diese Bedingungen bestimmen die Function (p vollständig bis auf eine 
additive von x, y, z unabhängige Grösse, sobald die Lagen und Geschwindig- 
keiten der beiden Ringe und die Werthe der beiden Constanten sCi und ^2 ge- 
geben sind. Es folgt das durch eine bekannte Schlussweise aus der bekannten 
Gleichung 

in der dS ein Element der Grenze des Gebietes von x, y, z bedeutet, wenn 
man erwägt, dass der Theil des hier vorkommenden Doppelintegrals, der sich 
auf die beiden Seiten eines der beiden Querschnitte bezieht, 



= 'jfi^^ 



ist, wo dem y. der Index 1 oder 2 zu geben und die Integration nur über 
die eine Seite des Querschnitts auszudehnen ist. 

Um einen Ausdruck zu finden, der den für ip aufgestellten Bedingungen 
genügt, bezeichne man mit (/, und U2 die Potentiale zweier elektrischen Ströme, 

die die Mittellinien der beiden Ringe mit den Intensitäten -~- und -r- durch- 

fliessen, in Bezug auf einen Magnetpol, der sich im Punkte x, y, z befindet 
und eine Menge magnetischer Flüssigkeit, die der Einheit gleich ist, enthält. 
Es sind dann bekanntlich Ui und U2 die scheinbaren Grössen zweier von den 
Mittellinien der beiden Ringe begrenzten Flächen von dem Punkte x^ y, z aus 

gesehen, multiplicirt mit -~- und -—-. Setzte man (p = Ui+U.^ so würde 

man den Bedingungen 1) und 2) genügen. Man mache nun 

(p = £/i + 1/2+1/', 
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SO ist i}' eine in dem ganzen von der Flüssigkeit erföillen Räume einwerthige 
und stetige Function, die der Differentialgleichung Jiif = genagt, also als 
ein Potential von Massen angesehen werden kann, die theils auf den Ring- 
oberflächen theils auf der äusseren Grenzfläche der Flüssigkeit angeordnet sind. 
Um die Bedingung auszusprechen, die tp an den Ringoberflächen za erfüllen 
hat, drucke man die Lage eines Punktes, der unendlich nahe an der Ober- 
fläche eines der Ringe liegt, durch drei Coordinaten aus, die «^ r, & genannt 
werden und i'olgendermassen definirt sein sollen. Durch den Punkt lege man 
eine Ebene senkrecht zur Mittellinie des Ringes; s sei der Bogen dieser Linie 
zwischen ihrem Schnittpunkt mit der genannten Ebene und einem festen Punkte ; 
r der Abstand desselben Schnittpunktes von dem fraglichen Punkte und & der 
Winkel, den die Linie r bildet mit der in der Schmiegungsebene von ds lie- 
genden Normale dieses Elementes. Ist A die Componente der Geschwindig- 
keit des Punktes der Mittellinie, der durch den Werth von * bestimmt ist, 
senkrecht zu ds^ und bildet die Richtung dieser Componente mit der Linie. 
von der aus der Winkel & gezählt wird, den Winkel a, so soll der Bedin- 
gung 3) zufolge für die Oberfläche des Ringes 

^ = A.cosi&-a) 

f)JJ 
sein. Für die Oberfläche des ersten Ringes ist -7^ = 0, für die des zweiten 

%r^ =0; da ferner -,-^, -75-^, -^ für die Punkte in der Nähe des zweiten 

ÖA dx ^ dy ^ dz 

'^ |-T "^ ff "^ IT 

Rinsres und -^-^, ^U^, ^^ für die Punkte in der Nähe des ersten endliche 

® ox ^ oy ^ uz 

Werthe haben, so ist für beide Oberflächen 

^^+^1 = ßcos(^-/9), 

WO B und ßy ebenso wie A und a von $ abhängen und endlich sind. Für 
xp ergiebt sich hieraus die Bedingung, dass für die Oberfläche eines jeden 
Ringes 

||- = ^cos(d-«)-5cos(d-/?), 

d.h. = C.cos(d-y) 

ist, wo C endliche Werthe besitzt. An der im Unendlichen liegenden Grenz- 
fläche der Flüssigkeit muss nach der Bedingung (4.): 

Ö.Y *" dN 

sein. 
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Um hiernach y/ zu bestimmen, setze man 

V/ = v+ w, 

indem man unter V ein Polenlial von Massen versteht, die auf den Ring- 
oberflächen liegen, unter W ein Potenlial von Massen, die auf der äusseren 
Grenzfläche der Flüssigkeit sich befinden. Für die Punkte dieser Grenzfläche ist 

ÖN dN ' 

bezeichnet man mit dS ein Element derselben Fläche, so muss 



/ 



"^^»o 



sein; es ist aber 



/ 



h £(%+M = 0. 



da nach einem bekannten, von Ampere aufgestellten Satze Ui and Vi sich 
als Potentiale von Massen, deren Summe gleich Null ist, darstellen lassen; es 
ist also auch 



ß 



"^^-ÖN = ®' 



d.h. es ist auch F ein Potential von Massen, deren Summe gleich Null ist. 
Bezeichnet L eine unendlich grosse Länge von der Ordnung der Dimensionen 
der Grenzfläche, so ist an dieser hiernach 

ew _ a 

WO a eine endliche Grösse bedeutet. Von der Grenzfläche soll vorausgesetzt 
werden, dass, wenn man in ihrer Gleichung 

macht, eine Gleichung zwischen §, r}, 'Q entsteht, deren sämmtliche Constanten 
endlich sind; unter dieser Voraussetzung sind die DilTerentialquotienten von W 
nach Xy y, z in dem ganzen Gebiete von x^ y^ z, also auch im Endlichen von 

derselben oder einer niederen Ordnung als ^v^ an der Grenzfläche; wie man 

sieht, wenn man in die Gleichungen, aus denen W zu bestimmen ist, §, rj^ ^ 
an Stelle von x, y, z einführt. In der Gleichung 

öV dW 

dW 

die an den Ringoherflächen zu erfüllen ist, ist daher -7^ unendlich klein und 
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man kann bei Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen zur Beslimmung 
von V die Gleichung 

1^ = Ccos(i^-y) 

benutzen. Verfügt man über die in W enthaltene willkürliche additive Con- 

stante in passender Weise, so ist ferner W überall unendlich klein, und man 

kann daher 

ip = V 
und 

setzen. 

Um das Potential V zu finden, soll zunächst das Potential einer Masse, 
die auf einer geschlossenen Linie angeordnet ist, in Bezug auf einen Punkt, 
der dieser unendlich nahe liegt, untersucht werden. Es sei p der kürzeste 
Abstand des Punktes von der Linie, s der Bogen der Linie zwischen dem 
einen Endpunkte von (> und einem festen Punkte, i^ der Winkel zwischen 
der Richtung von (> und der in der Schmiegungsebene liegenden Normale 
von ds. 3Ian führe ein rechtwinkliges Coordinatensystem ein, dessen Anfangs- 
punkt der durch den Werth von s bestimmte Punkt der mit Masse belegten 
Linie, dessen a:-Axe die Tangente, dessen y-Axe die in der Schmiegungs- 
ebene liegende Normale von ds ist, und nenne x, y, i die Coordinalen des 
Punktes^ zu dem man kommt, wenn man s + a aus s werden lässt. Mda be- 
zeichne die Masse, die auf dem Elemente da sich befindet. Es soll ange- 
nommen werden, dass die Gestalt der Linie und die Vertheilung der Masse 
keine Unstetigkeiten darbietet, der Art, dass für hinreichend kleine Werthe 

von o 

M = m + na 

y = ba\ 

ist, wo m eine endliche Constante, n^ a, b, c endliche Grössen bedeuten. 
Man bezeichne ferner durch / eine Länge, die unendlich klein, aber gegen 
(j unendlich gross ist, und durch Pj das Potential der Linie mit Ausschluss 
des Theiles, der von a==—l bis a = l reicht; heisst P das gesuchte ganze 
Potential, so ist dann: 

'•^^ (m + iig)da p 



/'• 
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Man sieht zunächst, dass bei Vernachlässigung einer unendlich kleinen Grösse 
in diesem Integrale n = gesetzt werden kann; denn der Factor von nda 
unter dem Integralzeichen kann nur unendlich wenig grösser als 1 sein, giebt 
also, mit da multiplicirt und zwischen den unendlich nahen Grenzen — / und 
/ integrirt, etwas unendlich Kleines. Die reciproke Wurzelgr.össe, die unter 
dem Integralzeichen vorkommt, lässt sich ferner schreiben: 

_J 1 

yi + ^:p^r ^ 

oder, da die unter dem zweiten Wurzelzeichen zu 1 addirte Grösse unend- 
lich klein ist: 

wo € eine unendlich kleine Grösse bedeutet. Das zweite von diesen beiden 
Gliedern kann eine gewisse endliche Grenze nicht überschreiten und giebt 
daher, mit da multiplicirt und zwischen a = — /und a = / integrirt, etwas 
unendlich Kleines. Daraus folgt dann, dass bei Vernachlässigung einer un- 
endlich kleinen Grösse 






d.h. =«Ig!^±l+P, 

oder auch 

= -2«ilg-£- + P, 

ist. Da P von / unabhängig sein muss, so muss es auch 2fnIg/+F/ sein; 
bezeichnet man diese Summe durch p, so hat man also 

P = _2mlgp+p, 

wo p bis auf unendlich kleine Grössen von p unabhängig und endlich ist. 
Aus der Gleichung 



C 



öP ^ p g(e-g'(fcco8t»+cgiDt»))(m + «a)rfg dfi 



kann man durch Betrachtungen derselben Art beweisen, dass .bis auf eine 

anendlich kleine Grösse 

dP o 

Pg^ = -2m 

ist. 
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Es ist von selbst klar, dass diese Resultate auch gelten, wenn die 
mit Masse belegte Linie aus zwei oder mehr getrennten geschlossenen Linien 
besteht. 

Nun kehre man zur Betrachtung der beiden Ringe zurflck. Die Werthe 
der Grössen s, r, &, welche auf die oben angegebene Weise die Lage eines 
Punktes in der Nähe ihrer Oberflächen bestimmen, bezeichne man für Punkte 
der Oberflächen selbst durch s, r', l>', wo dann also r' den Radius ihrer 
Querschnitte bedeutet. Die Oberflächen denke man sich mit Masse der Art 
bedeckt, dass auf das Flächenelement dsr dO* die Masse ixdsdO' kommt, und 
nehme /t als eine endliche und stetige Function von 8 und &' an. Das Po- 
tential dieser Massenvertheilung nenne man 12; es ist dann 



a ==fpd&'. 



wenn Pd9^ das Potential des Streifens, welcher dem Elemente rf^' entspricht, 
bedeutet. Für Punkte, die unendlich nahe an einer Ringoberfläche liegen, 
hängt P in der vorher erörterten Weise von p ab, wenn 

p = }V'+ r'- 2rVcos (^ - &) 
gesetzt wird; es ist 

12 = - 2y^' V lg y^"+ r- 2r' r cos ( d'- &) d»'+ (v, 



wo 

pd»\ 



Man setze nun, was erlaubt ist: 



r" 



lg >V'+r-2rr cos (^'-1^ = lgr--^cos(*'-6^)-ip-cos2(^'-^) ; 

es ergiebt sich dann: 

fj 2n r** 

Was den Werth von co anbetrifft, so ist dieser von ^i, /a^^ ... unabhängig 
und verschwindet, sobald //„ für alle Werthe von s verschwindet; es folgt 
das daraus, dass p unendlich wenig sich ändert, wenn die Linie, auf welche 
diese Grösse sich bezieht, in ihrer Gestalt und Lage unendlich wenig geändert 
wird, und dass daher bei der Berechnung von cu die Massen, die in den 
Ringoberfläcben liegen, in den Mittellinien concentrirt gedacht werden können. 
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Man hat weiter: 

dSi _ n^ dP r(r -r* cos C^-i»)) ^^^ 
^ dr "J ^ dg q' — ö^; 

bei Vernachlässigung einer unendlich kleinen Grösse aber ist 



de 

unter der Voraassetzung, dass — um etwas Endliches kleiner als 1 ist, ist ferner 

r(r—r' cos ({)'—&)) 

endlich, und daher unter derselben Voraussetzung: 

an 



= -2/" V(^-''^°y-^'^) dy 



dr 



oder, da 

-^ -^ ^ = 1 +— cos(i9^'-d^)+p-cos2(i9^-i9^) + - •, 

r-^ = — 4^1 //g — 271 ^1 — cos (t9- — (Ji)— 271^2 -T cos 2(0-— Jj) 

Ist der Werth gegeben, dem r-3— sich nähert, wenn r dem r* sich nähert, 

80 bestimmt diese Gleichung die Grössen u und S^ und aus diesen lässt sich 
dann S2 berechnen. 

Für das Potential V sollte nun für r = r' 

r-^ = r'C. cos (5--y) 

sein; es ist daher für unendlich kleine Werthe von r 

V= -l^cos(^-y), 

and in endlicher Entfernung von den Ringen ist V=0. 

Berücksichtigt man, dass C eine endliche Grösse ist, so folgt hieraus, 
dasB V Oberall in der Flüssigkeit und die Differentialquotienten von V in end- 
licher Entfernung von den Ringen unendlich klein sind. 

Der für tp gefundene Werth soll nun benutzt werden, um die lebendige 
Kraft der Flüssigkeit, die T genannt werden möge, zu berechnen. Es ist 

oder 
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-'ß^V'm- '/"^"'W- '/-^^'^^ 

WO die Integrationen nach dS über die Oberflächen der beiden Ringe und 
die beiden Seiten der Querschnitte auszudehnen sind, durch welche der von 
der Flüssigkeit erfüllte Kaum zu einem einfach zusammenhängenden gemacht 
ist. Die beiden ersten dieser sechs Integrale sind unabhängig von der Lage 
und der Bewegung der beiden Ringe; ihre Summe bezeichne man durch K; 

dV 

das dritte, das fünfte und das sechste sind unendlich klein, da -^ nur auf 

unendlich kleinen Theilen der Flächen, über die zu integriren ist, endlich, 
sonst unendlich klein ist, da V überall unendlich klein ist und Ui und V2 
überall endlich sind. Mithin ist 

Ueber die Oberflächen der beiden Ringe genommen, ist das allein übrig ge- 

bliebene Integral auch unendlich klein, da -^ an der Oberfläche des ersten 

Ringes endlich, an der des zweiten gleich Null ist; über die beiden Seiten 
des zweiten Querschnittes ausgedehnt, ist dasselbe Integral gleich Null, denn 

hier hat -^ entgegengesetzte und Ui gleiche Werthe. Es braucht also die 

Integration nur über den ersten Querschnitt ausgedehnt zu werden. Bezeichnet 

man durch dS^ ein Element desselben und durch A'^ die eine Normale dieses, 

cU 
so ist hiernach, da -^ auf beiden Seiten von dSi entgegengesetzte Werthe 

und Ui Werthe hat, die um x^ verschieden sind, 

Da die Grenzlinie des Querschnitts von der Mittellinie des Ringes nur un- 
endlich wenig absteht, so kann man hier dSi auch definiren als ein Element 
einer durch die Mittellinie des ersten Ringes begrenzten Fläche. Nach dem 
Ampereschen Satze, auf welchen oben bereits hingewiesen wurde, ist das in 
der angegebenen Weise genommene Integral aber nichts Anderes, als das 
Poteulial zweier elektrischen Ströme, die die Mittellinien der beiden Ringe 
durchfliessen, in Bezug auf einander. Sind ds^ und ds2 zwei Elemente dieser 
Mittellinien, r ihre Entfernung, (dsi^ds.) der Winkel, den ihre Richtungen mit 
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einander bilden, so ist das Potential zweier Ströme, die mit der Intensität 1 
die Mittellinien durcbfliessen, in Bezug auf einander 

* rf.v. ds. 



-ff- 



cos [ßsy ^ dSi) 
und 



T = K-t^JfJ^cos(ds,,ds,). 



Hieraus folgt nun unmittelbar der im Eingange ausgesprochene Satz. Denkt 
man sich nämlich die Ringe durch Kräfte, die man auf sie wirken lässt, irgend 
wie bewegt, und bezeichnet durch dT den Zuwachs, den dabei 7 in einem 
Zeitelement erfährt, so ist dT gleich dem iMoment der Druckkräfte, welche 
die Ringe auf die Flüssigkeit ausüben, für die in dem Zeitelement geschehene 
Verrückung, und also — JT das entsprechende Moment der Druckkräfte, welche 
umgekehrt die Flüssigkeit auf die Ringe ausübt. Nach dem für T gefundenen 
Ausdrucke ist dieses Moment so gross, als das der Kräfte, mit welchen zwei 
elektrische Ströme auf einander wirken , die die Mittellinien der Ringe mit 

den Intensitäten ^i 1 /- und ^2]//- durchfliessen , für dieselbe Verrückungi 

d. b. die Ringe üben scheinbar dieselben Kräfte auf einander aus, als diese 
elektrischen Ströme oder auch als die elektrischen Ströme, die mit den ge- 
nannten Intensitäten die Ringe selbst durchfliessen. 

Rei dem Beweise dieses Satzes ist, um die Darstellung zu erleichtern, 
vorausgesetzt, dass die Querschnitte der Ringe Kreise von demselben Radius 
sind; der Satz gilt aber auch, wenn diese Querschnitte von anderer Gestalt 
sind, sobald sie nur unendlich kleine Dimensionen haben. 

Heidelberg, im Dezember 1869. 
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Entwickelung einiger Eigenschaften 
der quadratischen Formen von n Differentialen. 

(Enite lUittlieilunff.) 

(Von Herrn R. Lipschitz in Bonn.) 



JdLerr Kronecker hat an den von ihm gegründeten Begriff der Cha- 
racteristik eines Functionensystems eine Ausdehnung der Theorie der Krümmung 
von Flächen auf Functionen mehrerer Vnriaheln angeschlossen. Die betreffenden 
Resultate, welche in dem Monatsbericht der Berliner Akademie vom August 
1869 raitgelheilt sind, stehen in einer gewissen Verwandtschaft mit den Er- 
gebnissen einer Arbeit über die ganzen homogenen Functionen von n Dif- 
ferentialen, die ich ausgeführt habe, ehe ich zu derjenigen Auffassung dieses 
Gegenstandes kam, welche in der bezüglichen publicirten Abhandlung*) fest- 
gehalten ist. Bei der Bemühung, das Wesen des Ga^^^^ischen Krümmungs- 
masses tiefer zu ergründen, bin ich von der Bemerkung ausgegangen, dass, 
wenn ein materieller Punkt ohne die Einwirkung beschleunigender Krfifle auf 
einer bestimmten Flache sich zu bewegen gezwungen ist, der an jedem Punkte 
der Bahncurve stattfindende Druck dem Krümmungshalbmesser der Bahncurve 
umgekehrt proportional ist. Mithin kann der Druck zur Definition des Krüm- 
mungshalbmessers dienen. Auf diese Analogie gestützt, studirte ich das fol- 
gende isoperimetrische Problem. 

Es sei f (ix) ^ \21a^^dx^dx^ eine quadratische Form der Differentiale 

rfXa, deren Coefficienlen von den Variabein x^ in irgend einer Weise abhängen, 
und es seien y^, beliebige von einander unabhängige Functionen der Variabeln 
Xf, . Die Zeiger a, 6, c, ... sollen sich immer auf die Zahlen von 1 bis «, 
die Zeiger «, /:?, /, • • • auf die Zahlen von 1 bis / erstrecken, während die 
Zahl / kleiner ist als die Zahl n. Die Form fidx) sei wesentlich positiv, 
die Determinante derselben \a^^^\=^ J nicht verschwindend. Mau verlangt 
nun, die Variabein x^ in solcher Art als Functionen einer independenten 



*) Untersuchungen in Betreff der ganzen homogenen Functionen von n Dif- 
ferentialen. Journal f. Mathematik Bd. 70. 
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Variable / zu bestimmen, dass die erste Variation des zwischen festen Grenzen 
genommenen Integrals 

(1.) f fix') dl, 

unter Voraussetzung der / Gleichungen 

(2.) y^ = consl. 
gleich Null wird. Die Function f\x) ist ans f{dx) enlslanden, indem man 

Tt 

Bezeichnet man mit d die Characteristik der Variation, mit /„ / un- 
bestimmte Grössen und bildet die Gleichung 



dx^ durch —7:^ = x^ ersetzt hat. 




(3.) örix')^£KSy. = 2\^--^)Sx^^^ ^£ljy.. 

so hängt bekanntlich die Lösung des isoperimetrischen Problems davon ab. 
zu bewirken, dass der Ausdruck 





(4.) -S\^^ p-1^^x,^:SUy.. 

unabhängig von den n Differentialen dx^^ mit Beröcksichtigung der Gleichungen 
(2.), gleich Null werde. Die Betrachtung der Gleichung (3.) lehrt aber auch, 
dass, wenn in der Form f{dx) wie in den Functionen y„ das System der 
Variabein a?« durch ein beliebiges System von neuen indopendenlen Variabein 
ersetzt wird, der Ausdruck (4.) in den correspondirenden, millelsl der neuen 
Variabein gebildeten Ausdruck übergeht. Das isoperimetrische Problem bleibt 
ebenfalls ungeändert, wenn man statt der / Gleichungen (2.) /neue Gleichungen 

(2*0 y, = const. 

einfahrt, in denen die y^ l independente Functionen der y^ sind. Alsdann 
geht in dem Ausdruck (4.) der Bestandtheil Jll^dy^ in einen ^Bestandtheil 

^Ta^t/a über, und der Ausdruck (4.) bleibt unter der Bedingung ungeändert, 

a 

dass die Grössen k„ und l^, unabhängig von den Differentialen (Jy„^ die 
Gleichung 

(5.) Uljy^ = 2:K^, 

a a 

befriedigen. Vermöge dieser Erwägungen kann man sich die Aufgabe stellen, 
ans dem Ausdrucke (4.) solche Grössenverbindungen abzuleiten, die bei einer 
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beiiebigen Transformation der Form f{dx) und bei der Ersetzung des Functionen- 
Systems y^ durch ein independentes System von Functionen dieser Functionen 
invariant bleiben. Diese Aufgabe wird im Folgenden gelöst werden. 

1. 
Das in Rede stehende isoperimetrische Problem fällt zusammen mit dem 
Problem der Bewegung eines Systems materieller Punkte, das unter dem Ein- 
flüsse gewisser Bedingungen, jedoch keiner beschleunigenden Kräfte steht^ 
wofern die Form fidx) gleich dem Aggregat der Quadrate von n Differentialen 
ist, oder doch in ein solches Aggregat transformirt werden kann. Nun be- 
steht der ersle Schritt des gegenwärtig zurückzulegenden Weges darin, dass 
die Grössen a„ vermittelst der Differentialgleichungen des isoperimetrischen 
Broblems als Functionen der Grössen x^ dargestellt werden. Man kann daher 
das Verfahren, welches Jacobi für 3en entsprechenden Zweck bei dem me- 
chanischen Problem in der theoria nooi mullipUcatoris etc. §. 22 ausgeführt 
hat, uninillelbar übertragen. Es sei 

dx 

'-)dx, = -^(/•.(x')+-?a.,»x;')<yx.. 




dt 

dJ _ . 

80 liefern die n isoperimetrischen DiiTerenlialgleichungen 

(7.) 2:a.,x.'+A(x') = £K-^ 
die Bestimmungen 

(8.) 0^;' = -?-^(A(a:')-fA.^). 

Aus den / Gleichungen (2.) ergeben sich die folgenden 

und die Substitution der Werthe der x^ aus (8.) in (10.) bringt das System 
von Gleichungen hervor 

(11.) i:{a,ß)K + ri^^O, 
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WO der Kürze halber 

gesetzt ist. 

Der wesentlich positive Character der Form fidx) giebl die Sicher- 
heit, dass die Determinante |(a, /?)| nicht verschwindet. Die Auflösung des 
Systems (11.) nach den i^ möge daher durch die folgende Bezeichnung an- 
gedeutet werden 

(13.) Xa+M'^,ß]r]ß^O. 

p 

Man legt nun den Grössen ^y^ beliebige, aber festzuhaltende Werlhe 
bei, und substituirt die so eben bestimmten Werthe der X^ in den Ausdruck 

(14.) 2:kjy^ = 2l{x') = ^ ia,b^>M 
der eine quadratische Form der Grössen x'^ ist. Diese Grössen sind beschränkt 
durch die / linearen Gleichungen (9.j und durch das bekannte Integral des 
Systems von Differentialgleichungen (7.) /"(x'j = const. , welchem die specielle 

Gestalt 

(15.) 2nx') = 1 
gegeben werden soll. Man bildet jetzt ein neues Problem de maxinUs et 
minimiSy indem man dasjenige System von Werthen x'a fordert, für welches 
das erste Differential der Form k {x) von diesen Grössen verschwindet. Wenn 
CO und &a unbestimmte Factoren bedeuten, so bestehen die Gleichungen dieses 
Problems darin, dass die n Ableitungen des Ausdrucks 

(16.) ^i(a!')+(orix')+£&,^, 

in Bezog auf die Variabein x, genommen, gleich Null werden müssen. Ffigt 
man zu diesen n Gleichangen die / Gleichungen (9.) hinzu, so entsteht das System 

|(-i.,.+«»a...)a';+-+(-A... + coa.,.)a;: + ^^. + .-+^d, = 0, 

(-i..,+«;a^,)a?;+-+(-^...+«a.,.)x: + ^^,+..- + S^d/ = 0, 
(17.) / ^'^- ^''- 

^-;+ +k^- =•• 






^^;. .f^La:' =0 
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Die {n + l) AusdrQcke der linken Seite sind linear nach den n Grössen x^ und 
den / Grössen &a. Wenn daher D(a>) die symmetrische Determinante dieser 
n+l linearen Functionen bezeichnet, so enthält die Gleichung 

(18.) D(cü) = 0, 

die nothwendige Bestimmung der Grösse co. Der Ausdruck D (co) ist in Bezug auf 
lo eine rationale ganze Function vom {n—iy^^ Grade, und die Coefficienten der 
Potenzen (d'~\ a;"~'~', co""'"^, . . . sind homogene ganze Functionen der 
Grössen ^y^^ beziehungsweise von den Graden 0, 1, 2, . . . . Der Coef- 
ficient von cu"^^ kann unter den obwaltenden Umständen nicht gleich Null 
werden; deshalb ist die Gleichung (18.) immer vom (n— Z)^«" Grade. Denkt 
man sich für w eine Wurzel der Gleichung (18.) genommen, und die Werthe 
x^ den Gleichungen (17.) und (15.) gemäss bestimmt, so folgt die Gleichung 

(19.) io = 2l{x). 

Die Gleichung (18.) liefert also direct die betreffenden Werthe der Function 

21 (x) = -Si.^«. 

a 

2. 

Es leuchtet ein, dass die Coefficienten der Potenzen von cu in D{oj) 
durch den Coefficienten der höchsten Potenz co"'^ dividirt, oder die Coef- 
ficienten der Gleichung D(a>) = 0, die Beschaffenheit haben, bei der Einführung 
eines neuen Systems von Variabein statt der a?^, sich mit der Form /*(cte) mit- 
suändern. Wofern man aber statt der Gleichungen (2.) die Gleichungen 

(2*.) tfa = const.' 
eintreten lässig und die sämmtlichen mit den y« ausgefflhrten Schritte wieder- 
holt^ so orgiebl das mit (13.) correspondirende System die den l„ entsprechen- 
den Grössen l^. Werden nun die entsprechenden Grössen dy„ durch die 
Gleichungen _ 

doflnirt. In denen ^^ = *. ^ gesetzt ist, so hat dies, wie leicht zu erkennen, 
die Gleichung _ _ 

Mur Folge. Das Sj-stem _ 

(9*0 ^ = 
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ist mit dem System (9.) von gleicher Tragweile. Daher muss die Gleichung 

für die Grösse cü, weiche der Grösse u) entspricht, unter der Voraussetzung 
der Gleichuniren (20.), in ihren sämmliichen Coefficienten mit der Gleichung 
(18.) zusammenfallen, und dasselbe gilt milbin von jeder rationalen ganzen 
Function dieser CoefGcienten. Dieser Salz kann aber ohne wesentliche Beein- 
trächtigung seiner Allgemeinheit folgendermassen formulirt werden. Es sei 
F(Jj^i, J^j, ... ri, Tj, ...) eine rationale ganze Function der Coefficienten der 
Gleichung (18), und zwar eine homogene ganze Function der Grössen 
^yt^ ^yi'i •••^ und zugleich eine lineare Funclion von gewissen Elementen ri, 
To, ...; bei der Einführung des Systems y„ statt des Systems y,, mögen sich die 

Elemente r^, rj, ... beziehlich in die Elemente ri, Tq, . . . verwandeln. 
Dann ist die Gleichung 

(21.) F{()y,,dy^,...r,,r2,...) = F((Ty,, (T^o, ... r,, r2, ...) 

durch die Voraussetzung der Gleichungen (20.) identisch erfüllt. 

Diese Eigenschaft der Gleichung D(w) = ist die Quelle von Grössen- 
verbindungen, welche in dem oben definirten Sinne invariant sind. Zunächst 
bemerke ich, dass die Funclion 

(«„«,) = 2:^^^ 

bei der Substitution eines Systems neuer Variabein statt der x^ in den ent- 
sprechenden Ausdruck übergeht, der von den adjungirten Elementen der Irans- 

formirten Form abhängt. Wenn aber (ai,a2) durch Einführung der y« statt 

der y^ in {a^. a^) verwandelt wird, so gilt die Gleichung 

(22.) («,,«,) = ZK^^ß^K^^ßJJi,,ßr,). 

Eine genau ebenso gebildete Gleichung 

(23.) dy,^ iJy^^ = ^ *.,.^ ^, *,„ ß^ dy^,^ (Jy^^ 

ist eine Folgerung von (20.). Auf diesem Umstände beruht das Mittel zur 
Erreichung des gesteckten Zieles. 

Ein beliebiges in der Function F(Jyi, cT^j, ... r^, r2, ...) als Summand 
auftretendes Product von Potenzen der Grössen dy^ und von einem der Ele- 
mente fi, To, ... werde, abgesehen von dem letztern Factor, mit 

bezeichnet, wo unter den Zeigern «i, «a, .. «, beliebig viele unter einander 
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gleiche vorkommen dürfen. Ans (20.) folgt dann die Gleichung 

und die Substitution derselben in (21.) muss diese identisch befriedigen. Weil 
nun das Product 3y dy ...<^y_ seinen Werth nicht Ändert, sobald man die 

I t 9 

q Zeiger 

ihren sdmmllichen q\ Permutationen unterwirft, so hat die Ausführung der- 
selben auf beiden Seiten der Gleichung (24.) und die nachherige Addition 
der linken wie der rechten Seiten den Effect, dass die linke Seite gleich 

q\ dy dy^ --^Sa ^^''^^- Hält man auf der rechten Seite eine beliebige 
Combination /?|/^2-*/^9 f^^^ so ist leicht zu übersehn, dass die Gleichung 

a ß 

besteht, wo die Summation links auf alle Permutationen der Combination 
0|Cr2...a^, die Summation rechts auf alle Permutationen der Combination 
ßi /^2«* • • ßq auszudehnen ist. So entsteht die folgende Umformung der Glei- 
chung (24.) 



Ich nehme nun an, dass q eine gerade Zahl sei, und setze das fol- 
gende Verfahren fest. Man schreibe die sAmmtlichen ql Permutationen der 
q Zeiger rr, a> . . . cr^ unter einander hin, und theile jede Permutation in Gruppen 
von je zwei Zeigern 



a,«j 


«J«4 


• • . 


«f-I«» 


«;«i 


«fj«4 


• • • 


«;_, «; 


• 


• 


• 


• 


• 
• 


• 
• 


• 
• 


• 

• 



Aus jeder Zeile bilde man das Product der ^q Functionen 

(«,,«2)(aj,cf4)... (c^i,a,) 
und hoxoiohne die Aber alle Zeilen genommene Summe mit 



4t 



Dann gilt der Satx, dass die Gleichung (25.) bestehen bleibt, wofern man auf 




Lipschitz, über quadratische Formen ton n Differentialen. 281 

der linken Seite ^y^ dy^ .,,dy^ durch-j [^(ai^aj)..^«,-!^«,)? und auf der 



^ . 



rechten Seite dyo Syo . . . öy ß durch — ^ j^(/?i ^ Z??) • • • f/^g-i-» ßq) ersetzt. In 

»I»» •! ' * ri 

der That liefert die Gleichung (22.) unmittelbar das Resultat 

Nimmt man hier eine beliebige Combination ßi-^ ß^t - - - ßq heraus, permutirt 
diese Zeiger auf alle q\ Arten, und lässt die betreffenden Zeiger orj, otj,... «^ 
gleichzeitig dieselben Permutationen durchlaufen, so entstehen die neuen Glei- 
chungen 

deren linke Seiten sämmtlich denselben Werth haben. Addirt man daher alle 
linken und alle rechten Seiten, so kommt links 9!S(«i?«2)...(«5_i,«5). Auf 

a 

der rechlen Seite bat man, nach der oben benutzten Bemerkung, 

SV.,/?; • • • *«;./?; = S*a'.,/?: • • • V, /?; ' 

es ist aber auch, weil ß[^ ß'^^ . . . ß^ aus einer Permutation von /?,, /?2^ . - • ßq, 
«i, «i, ... a'g aus einer Permulation von a^, a,, ... «^ hervorgegangen ist, 

Daher liefert die auszuführende Addition, wenn man nach derselben noch mit 
q\ auf beiden Seiten dividirt, das Resultat 

(26.) S(«i'«')-K-i'«9) = 7! . / . S*a.,Ä -''a,jS((^^^(^^^-^^^M^ 

u ^ P\yPty*'*Pq ß ß 

welches durch die angegebene Substitution aus der Gleichung (25.) hervor- 
geht, und bewiesen werden sollte. 

Vereinigt man mit diesem Satze die erwähnte Eigenschaft der Function 
(«^«2)9 bei der EinfQhrnng eines Systems von neuen Yariabeln sich mit der 
Form f{dx) milzuändern, so ergiebt sich die folgende Auflösung der gestellten 
Aufgabe. 

Es bezeichne F{dyi^dy2^ ***ri^r2^ .,.) eine ganze rationale Function 
der Coefficienten der Gleichung D (co) = 0, welche eine ganze homogene Function 

Jonmal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 3. 36 
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der Grössen dy^ von der geraden Ordnung q ist. Die Producta positiver Po- 
tenzen der Grössen dy„, welche, mit den Elementen fj, ra, ... multiplicirty in 
F{^yi -i ^üi ^ ••• ^1 ^^2 9 •••) vorkommen, bezeichne man indefinite mit dy dy ...dy . 

Sobald man jedes dieser Producle respective durch den Ausdruck 

a 

ersetzt, so verwandelt sich F^^yi^^ ^yi , . . . rj , ra , . . .) in eine Grössenverbindung, 
welche sowohl bei der Einführung eines Systems neuer Variabein statt der 
Variabein x^ , wie auch bei der Ersetzung des Functionensystems y^ durch ein 
independentes System von Functionen dieser Functionen, invariant bleibt. 

3. 

Die so eben enlwickelle Methode vereinfacht sich bedeutend, wenn die 
Zahl / = 1 ist, oder, wenn nur eine Function y^ existirt. Dann giebt es auch 
nur die eine Function 

[41.) ti,i; - f.-j-'dra'd^' 

und nach der VorschriFl zu der Bildung der Invarianten hat man in der Function 
F, die nur gerade Potenzen von ^y^ enthalten darf, eine jede solche Potenz 
durch die gleich hohe Potenz der Grösse ]/(l, 1) zu ersetzen. Offenbar ent- 
steht dasselbe Resultat, wenn man die Function F aus den Coefficienten der 
Gleichung D{a))=0 bildet, nachdem man in diesen ^yi durch >''(1, 1) er- 
setzt hat. Durch diese Substitution erhalten die Coefficienten der Potenzen 
cü""*, w""^, (0"^^, (o"~*^ ... beziehungsweise die Factoren 1, ]/(!, 1), (1,1), 
(|/(l,l)y, ..., und man sieht sogleich, dass der zweite, vierte, sechste, ... 
Coefficient der Gleichung, und die Producte aus je zweien der übrigen Co- 
efficienten die Eleraentarinvarianten sind, welche unsere Methode liefert. Denn 
alle übrigen aus derselben fliessenden Invarianten werden rationale und ganze 
Functionen von diesen. Der Ausdruck von ki ergiebt sich ans (11.), und 
für die Grösse >ti]^(l, 1), welche an die Stelle von ^t^^i treten soll, kommt 

Demnach wird 

(29.) K^, = |/(i, 1) Ujf ^^^-^^ö^" dxjx^y' 

und D{ü)) ist die Determinante des Systems von (n + l)^ Grössen 
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(30.) 



— A,,+ wa,,, l,\^+coai^, 






— ;,„,+ t/ja«, l^^J^ioa,^^ 



dx, 





ÖJ7, dXn 

Eine andere Vereinfachung des mitgelheillen Verfahrens Irill ein^ so- 
bald die Form fidx) gleich dem Aggregat der Quadrate von DifTerentiaien 
l-ZrfXfl wird. Die mechanische Bedeutung des aufgeslelllen isoperimetrischen 
Problems, welche hieraus folgt, geslallet überdies, das Problem de maximis 
et minimisy welches sich auf den Ausdruck -ZA^(Ty„ bezieht, ebenfalls mechanisch 
zu inlerpretiren. Es sei ^n eine ganze Zahl^ und es seien a?„ otj, x^\ 0^4, 0:5, arß, ... 
beziehungsweise die rechltoinkligen Coordinaten der ^n mit der Masseneinheit 
versehenen Punkte , welche da^ bewegte System bilden. Denkt man sich nun 
für einen Zeitmoment t die sämmtlichen Ortsbestimmungen x^ und die sämmU- 
liehen Geschwindigkeitscomponenten x'^ gegeben^ so sind die sämmtlichen aus den 
Bedingungen Ua^const. hervorgehenden Drucke, oder die Grössen la y vollständig 
bestimmt. Wenn man sich jetzt vorstellt, dass den sämmtlichen Punkten des Systems 
von der gegebenen Lage aus eine durch die Grössen dy^ bestimmte, mit den Be- 
dingungen des Problems vereinbare virtuelle Verschiebung er theilt sei, so ist der 
Ausdruck ^la^tfa die Summe der Momente von den sämmtlichen Drucken, in 
Bezug auf diese virtuelle Verschiebung des Systems genommen. Gesetzt, die Summe 
der lebendigen Kräfte des Systems 2f[x) sei unveränderlich gleich der Einheit, 
die Lage des Systems sei gegeben^ die Geschwindigkeitscomponenten aber seien 
wählbar, so entsteht die mit dem Principe der virtuellen Geschwindigkeiten nahe zu- 
sammenhängende Frage, auf welche Weise die Momentensumme JE A„ dy^ ein ver- 
schwindendes Differential erhalte. Dies ist die vorhin erörterte Frage, Weil 
aber die Gleichung (18.) für w stets reelle Wurzeln liefert*), so lautet die 
Antwort dahin, dass die Erfüllung des Geforderten auf n — l Arten möglich ist. 

Bei der Voraussetzung f{dx) = ^£dxl wird aus (11.) und (12.) be- 

a 

ziehungsweise das System von Gleichungen 



(31.) 






*) Der Beweis dieser Thatsache wird im näcbBten Artikel gegeben. 

36» 
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Eine bemerkenswerlhe Folgerung aus (31.) ist die, dass, sobald die t/a 
lineare Functionen der Grössen x^ werden, die sämmtlichen Grössen A„ ver- 
schwinden. Bei dieser Voraussetzung verschwinden demnach auch die sämmt- 
lichen Coefficienten der Function D(w) mit Ausnahme des Coefficienten von 
cü"~', und aus diesem Grunde werden die sämmtlichen invarianten Grössen- 
verbindungen, welche durch die angegebene Methode abgeleitet sind, ebenfalls 
gleich Null. 

Sobald die beiden Voraussetzungen f{dx)^ ^£dx\ und /=1 zugleich 
eintreten, so folgt aus (27.), (28.), (29.) die Bestimmung*) 

, < ^'y. 

«.>' ~ y(l, 1) dx^dxt ' 

Alsdann wird die Grösse .. ~ identisch mit derjenigen Grösse, welche 

Herr Kronecker (> nennt, und das betrachtete Problem de maximis et minimis 
mit demjenigen, welches Herr Kronecker für die Grösse q untersucht haL 

Subslituirt man p = in den Ausdruck (30.), so liefert die Gleichung 

ö(^— — J = die ausgezeichneten « — 1 Werthe der Grösse q. Das Product 

der reciproken Werthe von diesen gehört zu den oben definirten Invarianten, 
wofern n eine ungerade Zahl ist, jedoch nur das Quadrat dieses Products, 
wofern n eine gerade Zahl ist. Wenn « = 3 ist, und Xi, oJj, x^ die recht-* 
winkligen Coordinaten eines Punktes auf der Fläche y^ = const. sind, so ist 
(> der Krümmungshalbmesser dieser Fläche für denjenigen Normalschnitt, bei 
dem die cosinus der Winkel, welche die Tangeute mit den drei Axen bildet, 
den drei Grössen x[^ a^j, x^ beziehungsweise proportional sind. Die Gleichung 

ß(— — )— .0 giebt den grössten und kleinsten Krümmungshalbmesser, und das 

Ga«^^ische Krümmungsmass ist das Product der beiden reciproken Werthe 
von diesen. 



*) Eine specielle Erwähnung verdient hier die Thatsache, dass für die Function 
y, =i2!^a Jie Gleichung (18.) In die Gestalt [ , +"^) = verwandelt wird. 

Das dieser Voraussetzung entsprechende isopcrinielrische Problem hat Jacobi zu einem 
Beweise dcä Abehoheu Theorems benutzt. Cf. Vorlesungen über Dynamik pag.234. 
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4. 

Es sei jetzt erlaubt, den Sinn der allgemeinen Methode noch durch 
eine Umformung zu erläutern. Weil die / Functionen ya ^^n einander un- 
abhängig sind, so kann man zu denselben n—l beliebige Functionen y^, der- 
gestalt hinzufügen, dass die y^ und y^ zusammengenommen ein unabhängiges 
System von n Functionen der Variabein x^ darstellen. Die Zeiger (T, t sollen 
immer die Reihe der Zahlen von l+i bis n durchlaufen. Man transformire 
jetzt die Form f{dx) durch Substitution der Variabein y« , y^ statt der Variabein 
0?«, und es komme 

f{dx) = g{dy), 

g{dy) = \^e^^^dy^dy^, 

0)0 



(33.) 



d 



~dt 5^ - f ^My.+i?.(y). 



Dann folgen aus (7.) die Gleichungen 

{^ea,iyi+9a{y') = K, 

ferner aus (11.) und (12.) die Relationen 

^ = («,/?), -^^9.(y') = Vß, 

und 

(35.) 2:E^,ßK = £E,,ßg,{y'). 

Demnach wird der Ausdruck 

^lJya=-2Hx')==2fi(y') 

a 

gleich einer quadratischen Form der Grössen y^, , deren Coefiicienten, wie folgt, 

(36.) 2fi{y') = -^/vy;yi 

bezeichnet werden mögen. Da nun das für die Function ^{x') = /^{y') auf- 
gestellte Problem de maximis et minimis an die Bedingungen 

(9.) ^ = 
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geknüpft ist, so kann man dieselben in die Ausdrücke ^(y') and f{x') ~ gy') 
<lirect einführen. Der Ausdruck (16.) nimmt dann die Gestalt an 

(37.) i-2(-//a,r + «^OyayT, 

und die Gleichung (18.) erhdlt den einfachen Ausdruck 

(38.) |-.^i^^^ + a>e,,,| = 0. 
Da die Form \2e^j^y„y\ unter der bestehenden Voraussetzung eine wesentlich 

posilive Form der n— / Differentialquolienten y'„ ist, deren Determinante I^^J 
nicht verschwindet, so wird hierdurch in Evidenz gesetzt, dass in der Glei- 
chung für iü der Factor von cy*^' nicht gleich Null werden kann, und es folgt 
aus bekannten Salzen, dass die Gleichung (38.) lauler reelle Wurzeln hat. 

E 



In dem Falle, dass l—\ ist, wird (1,1) = -:^, und in Folge von 



(28.) hat man 



(39.) Ao'(i,i) = i^^T^9.iy')- 

Weil aber bei der Ersetzung von Syi durch ['(l,!) die Function 

A,|/(l,l) = 2A(x')=2,«(/) 
wird, so folgt hieraus die Besliramung der Grössen ^0,1- 

Die so eben durchgeführte Umformung ist geeignet, einen wesentlichen 
Unterschied hervorzuheben, der sich bei den aus der Gleichung (18.) oder 
(38.) abgeleiteten invarianten Grössenverbindungen geltend macht. Von der 
Form g{dy) = I2:eai,dy^dyf, der n Differentiale dy^ sondert sich die Form 

\2 e^^dy^dy^ der n—l Differentiale dy^ entschieden ab. Wegen der Glei- 

chungen (9.) verwandeln sich die isoperimetrischen Differentialgleichungen (34.) 
in die folgenden: 

T 
T 

in den Formen gaiy) und ga(y') fallen die Glieder, welche in die Grössen 
y'ß multiplicirt sind, ebenfalls fort, und es wird klar, dass die Auflösung des 
isoperimetrischen Problems im Grunde nur von der Form ^^e^jdy^dyj ab- 

hAngt. Dagegen kann eine in dem oben definirten Sinne invariante Grössen- 
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Verbindung zu dieser Form ein doppeltes Verhalten zeigen. Entweder ist 
es möglich, diese Grössenverbindung durch die Grössen e^^j und die nach 
den Elementen y^ genommenen partiellen Ableitungen dieser Grössen darzu- 
stellen, so dass dieselbe, bei der Einfahrung von n—l neuen Variabein statt 
^^^ Vaj sich mit der Form {^eardUadj/j mit ändert, oder dies ist nicht 

möglich. In dem erstem Falle ist die in dem definirten Sinne invariante 
Grössenverbindung auch eine Invariante dieser Form, in dem zweiten Falle 
ist sie es nicht. Dieser Unterschied tritt bei der Theorie der Krümmung einer 
Fläche, von deren Betrachtung wir ausgegangen sind, deutlich hervor. Wenn 
f{dx) = \2dx\^ w = 3, /=! ist, und oJi, 0^2, x^ die rechtwinkligen Co- 

ordinaten eines Punktes der Fläche yi = const. sind , so gab die Gleichung 
/)( ) = ® alsWerthe von q den grössten und den kleinsten Krümmungs- 
halbmesser. Nach der aufgestellten Definition ist sowohl das Quadrat von 
dem Aggregat der« reciproken Werthe der beiden Radien, wie auch das Product 
der reciproken Werthe derselben eine invariante Grössenverbindung. Eine 
Invariante der Form ^^ea^^dy^dy^ ist aber bekanntlich nur die zweite von 

diesen, nämlich das Gat^^ische Krümmungsmass. 
Bonn, den 18. October 1869. 
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Entwickelung einiger Eigenschaften 
der quadratischen Formen von n DüQTerentialen. 

(Zureite Iflittliellaiiff.) 

(Von Herro R. Lipschiiz in Bonn.) 



Jjei einer fortgesetzten Beschäftigung mit den quadratischen Formen 
von n DiiTcrentialen bin ich dazu gelangt, zwischen dem Algorithmus, durch 
welchen in der Mittheilung d. d. 18. Oclober vorigen Jahres invariante Grössen- 
verbindungen der Form fidx) und des Systems von Gleichungen y^ = consl. 
abgeleitet sind, und der quadrilinearen Form ^P", welche in diesem Journal 
Bd. LXX. pag. 83 definirt ist und eine Covarianle der Form* f{dx) darstellt*), 
den inneren Zusammenhang aufzufinden. Fär die Auseinandersetzung dieses 
Zusammenhanges sollen die Bezeichnungen der frühern Mittheilung beibe- 
halten werden. 

Die deducirten invarianten Grössenverbindungen haben ihren Ursprung 
in dem Ausdruck 

(1.) 2:X,(fy^=:2Hx')^£l,^,x:x',, 

In diese quadratische Form der n Differentialquotienten a?« = -^ führe ich 
statt der Grössen -^, -rr- die beiden Systeme von independenten Differentialen 

dXf^^ dxfi ein, und setze 

1 1 1 

(2.) 2: ifl,j dxa dXf, = 21 {dx, dx) =^2K {dx, dx) dy^ . 

a^b a 

1 

Die Functionen X^ {dx, dx) können mit Hülfe der Bezeichnung 
durch die folgenden Gleichungen unmittelbar definirt werden: 



*) In der Abhandlung des Herrn Christo/fei: über die Transformation der homogenen 
Differentialausdrücke zweiten Grades, dieses Journal Bd. LXX, ist dieselbe Form 
pag. 58 mit G^ bezeichnet. 
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(«,«') = ^^p.^^ 

1 1 

£ (a, «') A„ (rfar, dx) + tj^. {dx, dx) = 0, 

1 1 

l^ {dxj dx) + 2^ [a, «'] i;^, (rfoj, rfa?) = 0. 



u 

1 



Demnach hat die Function 2 1 {dxy dx) den Ausdruck 

(3.) 2 X {dx, dx) = ~ -S^ K «'] ^y«^«' (c'^. rf^)^ 



2 3 



und wenn mit zwei anderen Systemen von Differentialen dx, dx die Function 

2 3 

2X{dx,dx) entsprechend gebildet wird, so erhält man für das Product der 
beiden Functionen die Darstellung 

12 3 12 3 

U{dx, dx)l{dx, dx) = -S^J«, «'] [ß,ß'](fyJyßVa'{dx, dx)riß.{dx, dx). 

In dem Sinne der früher entwickelten Methode werde jetzt jeder Aus- 
druck ^Ha^i/ß durch den entsprechenden Ausdruck («, /i) ersetzt, und diese 
Substitution durch das Einschliessen in eine Klammer angedeutet. Dann kommt 
nach einem bekannten Salze 

12 3 12 3 

(4tl(dx, dx)X{dx, dx)) = ^ [a, ß] tj^ {dx, dx)riß{dx, dx)^ 
und in gleicher Weise 

3 2 1 3 2 1 

(4A {dx, dx) l {dx, dx)) = £[a,ß] tj^ {dx, dx) riß {dx, dx), 

2 13 

Wenn man nun eine neue quadrilineare Form K{dx, dx, dx, dx) durch die 
folgende symbolische Gleichung definirt 

213 123 321 

(4. ) K {dx, dx, dx, dx) = (4i {dx, dx) X {dx, dx) — 4i {dx, dx) l {dx, dx)\ 
so ergiebt sich für dieselbe die folgende explicite Darstellung 

213 123 321 

(5.) K{dx, dx, dx, dx) = 2[a,ß] (t]^ {dx, dx)r]ß {dx, dx) — ri„ {dx, dx) fjß {dx, dx)). 

Diese Form ist nach den früher entwickelten Grundsätzen, und in der gleich- 
zeitig genau definirten Bedeutung, zu der Form fidx) und dem System Glei- 
chungen y„ = consl. covariant. In der angeführten Form V{du, du, dx, dx\ 
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2 1 

die zu der Form f{dx) covariant ist, setzt man du = dx, ^u = dx, dx^dx^ 

3 

ix = dxj und betrachtet die Differenz der beiden quadrilinearen Formen 

2 13 2 13 

(6.) \ V{dxy dXy dxy dx)-'K{dXy dx, dx, dx). 

Diese Differenz, die wegen der Beschaffenheit ihrer Bestandtheile zu 
der Form fidx) und dem System Gleichungen y« = consl. ebenfalls covariant 
ist, soll durch die Einfährung des Systems von neuen Variabein yi transformirt 
werden, in welchem, wie früher, die / Variabein pa ^^^ ^^^ gegebenen 
Functionen übereinstimmen, die n — l Variabein y^ beliebig gewählt sind. Zu 
den schon eingeführten Bezeichnungen, welche dieser Substitution entsprechen, 
mögen noch die folgenden hinzukommen: es sei 

dg.(dij) I 1 

i-f Q^y^ dyu = Qiidy, dy), 
i-2: e„,^ dy„dy^ = g{dy), [e,,^] = E, -^— - = £!„,„ 

2 13 2 13 

V{dx, dx, dx, dx) = £i{dy, dy, dy, dy) ; 
die quadrilineare Form £2, welche zu der quadratischen Form g{dy) von den 

.^ 2 13 

{u—l) Differentialen dya gehört, werde mit ^2.{dyydy,dy,dy) bezeichnet; ferner 

habe man 

1 1 

21 {dx, dx) = 2fi {dy, dy) , 
I 1 

2fi{dy,dy) = £ f^t^idytdyt, 

^» 
1 1 

r]a{dx,dx) = ^a{dy,dy)^ 

2 13 2 13 

K{dx,dx,dx,dx) = L{dy,dy,dy,dy). 
Nun gelten die Gleichungen 

(«, ß) = ^, Udy»dy) = -£^gx{dy, dy); 

folglich, wenn der Uebereinstimmung halber für alle Zeiger ~^ = (^I) g^^ 
setzt wird, auch die Gleichungen 



3 



?« {dy, dy) = --2:(I, ct)gt{dy, dy). 

2 1 - 

Es kommen daher für die quadrilineare Form L{dy, dy,dy,dy) nach (4.) und 
(5.) diese Darstellungen 
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2 13 12 3 3 2 1 

(7.) L(rfy, dy, dy, dy) = {^u{dy, dy)u{dy, dy) - 4u (dy , dy) fi {dy , dy)), 

2 1 3 

. L{dyydy,dy,dy) 

V^'J i 12 3 3 2 1 

=„-^ , l"> l^ (*» «) (^^ /^) iSi (dy, dy)gt {dy, dy) -gt (dy, dy)gt{dy, dy)) . 
Der in Bd. LXX, pag. 83 dieses Journals gegebene Ausdruck der Form 

2 13 

ü{dyydy^dy,dy) kann nun mittelst der gegenwärtig eingefülirten Relationen 
folgendermassen geschrieben werden 

mdy, iy, dy, dy) = ^(JMM- jMfe)rfy,rfy. 
(9.) { ' ddyt ddyi 

12 3 3 2 1 

+ 2'^(^ i)ifftidy,dy)gi{dy, dy)-gt{dy, dy)gf{dy, dy)), 
ond dadurch entsteht fQr die transformirte Differenz (6.) die Darstellung 

2 13 2 13 

iS2(dy, dy, dy, dy)-L{dy, dy, dy, dy) 

(10.) I = .^(äMi)_iM4))rfy,rf,. 



2 1 



+^(t,l-£[a,(f\{t,a)H,ß)){g,{dy,dy)g,idy,dy)-gt{dy,dy)g,{dy,dy)). 

Jetzt ergiebt sich aus bekannten Determinantensälzen, dass der Ausdruck 

(f,t)--£[«,/?](f,«)(I,/5), 

sobald I oder l aus der Reihe der Zahlen von 1 bis / genommen ist, welche 
von den Werthen a, ß durchlauren wird, den Werth Null hat, dass derselbe 
aber, wenn I und l der Reihe der Zahlen von /+! bis n angehören, den Werth 

erhält. Die zweite Summe auf der rechten Seite von (10.) ist daher nur auf 
die Zahlenreihen I = ^^ I = r auszudehnen, und man erhält die Gleichung 

2 1 3 t 2 13 

i /2 {dy, dy, dy, dy) - L{dy, dy, dy, dy) 

(11.) ^^^^'Tl d—T--)dyidyt 

ddyt ddyi 

+ Z^{g^{dy, dy)g,{dy, dy)-g„idy, dy)g,idy, dy)). 

37» 
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Die rechte Seite derselben besitzt die Eigenschaft, sobald man die sämmtlichen 
Differentiale der Variabeln y^ gleich Null setzt, in die zu der quadratischen 

__ 2 13 

Form g{dy) co Variante quadrilineare Form ^S2(^dyydy,dy^dy) überzugehen. 
Also liefert die Transformation der Di/ferenss (6.) das Resultat 

2 13 2 13 

^ V(dx^ dx, dx, dx) — K{dx^ dx, dxy dx) 

2 13 2 13 

f 12.) ' = 2 "'^ '^'^V' ^'J> ^y> ^y) -^i'^y> <^y> %^ ^y), 

^ 'y \ 213 213 2 13 

I i2 (rfy, dy, dy, dy) - L {dy, dy, dy, dy) = \ £2 {dy, dy, dy, dy) ; 

1 2 3 

dy. = rfy« = dya = rfy« = 0. 

Dieses Resultat enthält den Schlüssel des Zusammenhanges zwischen der 

1 2 13^ 

Function l(dxydx) und der quadrilinearen Form W{dxydx^dx,dx), Die 

quadratische Form g{dy) ist aus der quadratischen Form f{dx) durch Hinzu-- 
fiigung der l Gleichungen y^ = const. ^ und die Einführung eines beliebigen 
Systems neuer Variabein y^ hervorgegangen y und die quadrilineare Form 

2 13 _ 

^{dyy dy^dy^dg) der quadratischen Form g{dy) weist durch die Gleichungen 

2 1 3 

(12.) auf die quadrilineare Form H^^dx^dXydx^dx) der ursprünglichen Form 
f{dx) zurück. 

Nach einem in Bd. LXX, pag. 94 dieses Journals aurgestellten und 

2 1 3 

bewiesenen Satze ist die quadrilineare Form W[dXy dx, dx, dx) dann und 
nur dann identisch gleich Null, wenn die Form f{dx) in eine Form mit con- 
stauten Coefficienten transformirt werden kann. Es verwandeln sich daher 
unter dieser Voraussetzung und nur unter dieser Voraussetzung die Glei- 
chungen (12.) in die folgenden 

/ 2 13 2 13 

l K{dxy dx, dXy dx) = L{dyy dy, dy, dy)^ 

) 2 13 2 13 

( ^ 3.) VI {^dy, dy, dy, dy) = \ Sl.dy, dy, dy, dy) ; 

/ 12 3 

dyu =»dy^ = dy^ = dy„ = 0. 

Hier geschieht der Allgemeinheit kein Eintrag, wenn man annimmt, dass f(dx) 
selbst eine Form mit constanten Coefficienten ist. Die Gleichungen (13.) 
geben nun ein Mittel, von einigen der froher deducirten invarianten Grössen- 
verbindungen der Form f^dx) und des Systems von Gleichungen y^^ const. 

nachzuweisen, dass dieselben auch Invarianten der Form g{dy) sind. FOr 
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2 13 

diesen Zweck mögen die Coefficienten der Form ^{dy^dy^dy^dy) mit (a, r, 
a\ t') bezeichnet werden, und es möge die zweite Gleichung (13.) diese Ge- 
stalt bekommen 

1 2 13 3 1 

j - ^2:^^ (.a^,^/^^^^,-^ fv,^^. fi„.^,) {dy^ dy,. - dy^ dy^.) {dy, dy^.- dy^ dy,.) 

\^^') J ' 2 2 13 3 1 

[= ^ Z {a, a\ r, %') {dy^ dy,. -dy^ dy,.) (dy, dy,. - dy^ dy,.) ; 

in dem Ausdruck i^a.r f^ o\r' — /^n,r' f^a%r) h^^ die Einschliessung in die Klammer 
die Bedeutung, dass jedes Product ^ya^yß durch das entsprechende («,/?) 
ersetzt ist. 

Jene invarianten Grössenverbindungen der Form fidx) und des Systems 
y„ = const. werden erhalten, indem man die Determinante 

D{(o) = Z),cü—^+Z)i CO"-'-* + ... + !),_, 

bildet, aus den Coefficienten ^ , j^ ^ ... -^ rationale ganze Ausdrücke zu- 

sammensetzl, welche in Bezug auf die Grössen dy^ von einer geraden Ordnung 
sind, und diese Ausdrücke nach einem gewissen Prineip als symbolische Dar- 
stellungen auffasst. Für jeden Werlh der Zahl / nimmt hier der Coefficient yp 

eine ausgezeichnete Stellung ein. Derselbe ist gleich einer ganzen Function 
zweiter Ordnung der Grössen dy^^ und in diesem Falle erfordert das in Rede 
stehende Prineip, dass dya^^yß durch («,/?) ersetzt werde. Diese Sub- 
stitution ist schon oben durch Einschliessen in eine Klammer angedeutet worden; 

man erhält somit für (^) die Gleichung 

Unter der Voraussetzung, dass die Zahl /=1 ist, oder dass zu der Form 
f{dx) nur die eine Gleichung y, = const. hinzutritt, wird dem aufgestellten 
Prineip genügt, indem man den einen Ausdruck dy^ durch i/(l, 1) ersetzt, 
und es geht die symbolische Darstellung in eine explicite über. Die Ele- 
mentarinvarianten der Form f{dx) und der Gleichung y^ = const. sind dann, 
wie früher bemerkt worden, erstens die Coefficienten gerader Ordnung 

ri6) 5i ^ 

\^^'j n ^ n ^ • • • 
und zweitens alle Producta ans je zweien und die Quadrate von den Coefficienten 
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ungerader Ordnung j^^ jf-^ .... Man kann nun den Beweis führen , dass 
für jeden Werlh von / der Aasdrack (15.) eine Invariante der Form g{dy) 
ist, und dass für l=\ die Ausdrücke (16.) Invarianten der Form g[dy) sind. 

2 2 13 3 1 

Der Ausdruck idy„dy^,—dy„dy^){dy^dy,.—dy^dyj.) in der Gleichung 
(14.) ist gleich der Determinante des Systems von vier Grössen 

12 3 12 3 

dyo dyr + dyo dy, , rfy ^. dy^ + dy^ dy^ , 

12 3 12 3 

dyo dyr + dy^dyr , dy^.dy^.+dy^s dy,.. 
Man folgert nun leicht aus den früher entwickelten Grundsätzen, dass, wenn 

2 13* _ 

in der Covariante üidy, dy, dy, dy) einer ganz beliebig gewählten Form g(dy) 
dieser Ausdruck durch den Ausdruck 

E* "" E öea^jdea'^j' 

ersetzt wird, die Invariante der Form g^dy) 

(17.) iZ;= \Z_ _{o,&,r,T') -^ ^'^ 



0,T,ö',T' E ^^0,T^«ö',T' 



entsteht, deren Werth, negativ genommen, als eine Verallgemeinerung des 
Gaitö^ischen Krümmungsmasses betrachtet werden darf. Durch die entsprechende 
Substitution wird die linke Seite der Gleichung (14.) in den Ausdruck 

"■(d^) ®"^ ^^^'^ verwandelt. Die Gleichung 

(18.) -(^) = i^ 

erweist, dass der Ausdruck \jj-j gleich der Invariante der Form g{dy) ist, 

die wir mit — ] ci> bezeichnet haben. Der Ausdruck yjr) wird aber dem 

&at/«&*isohen Krümmungsmasse der Form g[dy) gleiche sobald n-'l=^2 ist. 

In dem Falle, dass /=1 ist, reducirt sich die Substitution des Aus- 
drucks ,(^, /l^ fö"* ^^Ua^^ffß fluch in den Formeln (7.) und (14:) auf die nicht 
symbolische Substitution (Tyi = /(1,1}. Die aus (14.) folgenden Gleichungen 

haben nun nicht nur eine symbolische, sondern eine wirkliche Bedeutung, und 

lehren, dnss, weil die Form g dy) aus einer Form mit constanten Coefficienten 
durch Hinzufügen der einen Gleichung y^ = const. entstanden ist, die Coef» 
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2 13 

ficiented {o^a\r,r') der zugeordneten quadrilinearen Form S2(dy,dy,dyydy) 
beziehungsweise gleich Determinanten der zweiten Ordnung sind, und deshalb 
durch diejenigen Relationen von höherer als der ersten Ordnung zusammenhängen, 
welche zwischen jenen Determinanten bestehen. Die Ausdrucke (16.) können 
nach bekannten Sätzen durch diese Determinanten der zweiten Ordnung und 

durch die Coefficienten der Form g{dy) dargestellt werden, und weil diese 

2 13 

Determinanten beziehungsweise den Coefficienten der Form S2{dy,dy,dy,dy) 
gleich sind, so werden jene Ausdrflcke, welche Invarianten der Form f{dx) 
und des Systems ^a = const. sind, mit Nothwendigkeit auch Invarianten der 

Form g{dy). Das aber sollte bewiesen werden. 

Wenn man in dem Falle /=! voraussetzt, dass f{dx)^\2dx\ sei, 

so wird -^ derjenige Ausdruck, welchen Herr Kronecker an dem früher 

citirten Orte als eine Verallgemeinerung des Gausshchen Krflmmungsmasses 
bezeichnet hat. Aus dem Obigen folgt, dass dieser Ausdruck für jeden un- 
geraden Werth von n eine Invariante der Form g{dy) ist. Ob das Quadrat 
dieses Ausdruckes, welches eine Invariante der Form f{dx) und der Gleichung 
jfi = const. ist, auch für einen geraden Werth von n eine Invariante der 

Form g{dy) sei, bedarf einer näheren Untersuchung. 
Bonn, den 9. Januar 1870. 
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Zur Transformation der ternären quadratischen 

Formen. 

(Von Herrn Paul Bachmann in Breslau.) 



• 

xlerr Hermite hat in diesem Journal Bd. 47, pag. 315 Formeln ge- 
geben, welche alle Transformalionen einer ternären quadratischen Form in sich 
selbst enthalten. Soviel mir bekannt ist, sind die Bedingungen noch nicht 
angegeben worden, unter welchen diese Formeln nur diejenigen Transfor- 
malionen liefern, deren Coefficienten ganze Zahlen sind. Indem ich diese Be- 
dingungen hier millheilen will, beschränke ich mich auf den besonders ein- 
fachen Fall, in welchem folgende Voraussetzungen gelten: Sind f=(h'^f'b**) 
und P=(b'b''b"^ ^^^ ternäre quadratische Form und ihre Adjungirte, so 

sollen a^ a', a", A, A', Ä' ungerade sein; dadurch wird die Determinante J 
eine ungerade Zahl, welche aus lauter ungleichen Primfactoren bestehen möge, 
und 6, b\ b", B, B\ i?" werden gerade Zahlen. Ferner ist AA'Ä'=S (mod. 4), 
d. h. unter den drei Zahlen Ay Ä ^ Ä' ist entweder eine oder jede von der 
Form 4/^ + 3. Von diesen beiden Möglichkeiten schliessen wir im Folgenden 
die letztere völlig aus. — 

1. Die Hermiteschen Formeln enthalten drei Unbestimmte als Elemente, 
von welchen man bei einer genaueren Betrachtung der Formeln nachweisen 
kann, dass sie behufs ganzzahliger Transformationen rational zu wählen sind, 
vorausgesetzt, dass die Determinante J von Null verschieden ist. Bezeichnen 
hiernach p^ q^ q\ q" vier ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler, so nehmen 
die Hermiteschen Transformalionsgleichungeu folgende Gestall an *): 



*) Wo in dieser Abhandlung: die Ableitunjron von f oder F nach drei gleich- 
namigen Grössen vorkommen, bedeuten f oder F stets die Werthe, welche sie durch 
Substitution jener Grössen an Stelle der Unbestimmten annehmen. 
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= 0" + F+ 2b'pg'- 2b"pq"- q^)x+ (2bpq'- 2a'pq"~ q' ^)x' 

+{2a"pq'-2bpq"-q" ^)x\ 

[p'-Fiq,q\q")]X' 
(1.) / = {^<^Pq"-2b'pq-q-l^)x+{p^+F+2b"pq"-2bpq-q'^)x' 

+(2b'pq-'-2a"pq-q"^)x", 

\.P'-F{q,q\q")]X" 
= (2b"pq - 2apq'- q§^)x+ {2a'pq - 2b"pq'- q ^)x' 

\ +(p^^F+2bpq~2b'pq'-q"-§^y\ 

Hierin sind also p, q, q\ q" so zu wählen, dass die neun Coefficienten zur 
Rechten, welche wir der Reihe nach durch (1), (2), ... (9) bezeichnen wollen, 
durch P = p^—F{q,q',q') gelheilt, ganze Zahlen ergeben. Untersuchen wir, 
welche Werlhe P haben kann. Aus den Gleichungen aber: 

(1)+ (5)+ (9) = V-P, 
a.(l) + 6".(4) + 6'.(7) = a{p' + F)-2Jq\ 
6".(2)+a'.(5)+ 6.(8) = a\p'+F)^2Jq'', 
b' . (3) + 6 . (6) + ö". (9) = a" ip'+F) - 2Jq''' 
ergeben sich folgende Congruenzbedingungen : 

(2.) V = 0, 2a/ = 2Jq\ 2ay = 2Jq'\ 2ay = 2Jq''' (med. P). 

Hieraus schliesst man, dass 4Jp\ iJq'^, 4^?'^ 4Jq"'^ und, da p, q, q\ q'^ 
ohne gemeinsamen Theiler sind, auch 4J durch P theilbar sein muss. Nach 
den Anfangs gemachten Voraussetzungen hat deshalb P die Form 'i^'.d, worin 
d ein Theiler von J^ der auch in p aufgeht, und h eine der Zahlen 0, 1, 2 
ist. So finden wir: Damit die Transformation ganzzahlig wird, mflssen die 
ganzen Zahlen p^ q, q', q" einer Gleichung 

(3.) p'-Fiq,q\q'') = 2\J 

Genüge leisten , während /? = (mod. J) ist. Für den Fall A = 2 lehren 
ausserdem die Congruenzen (2.), dass p, q, q, q" ungerade sein müssen. 
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Umgekehrt, wenn für einen oder den andern Divisor d von ./ die 
Gleichung (3.) in der erwähnten Weise auflösbar ist, so geben die Zahlen 
Pf 99 9 9 ?' ^'"^ ganzzahlige Transformation. — In der Thal, aus der Glei- 
chung (3.) und wegen /> ^? (mod.c)) folgt auch F(^, qr', ^") :-_ (mod ()'y 
Nun besieht die Gleichung *) 

j F{x,x\x").t\q,q\q^^) 

und crgiebt für alle gaiizzahligeu x, x', x" die Congruenz 



und folglich 



*-l-J7 + ir'.i-^ + x".i^^0 (mod.J) 



(5.) i|^-0, i|^ = 0, i|^ = ü (.nod.«yy 

Ist nun zunächst A = oder A = 1 , so sind nach diesen Congruenzen die 

fjF dF f^ F 

Grössen -^, -^, ^-^ durch P Iheilbar, ferner auch die in 2p multiplicirten 

Theile der Coefficienten, endlich auch p^+F=2p^—P. —Ist dagegen A=2, 
so werden, wenn p^ q^ q\ q" eine Auflösung der Gleichung (3.) in unge- 
raden Zahlen bedeuten, während die in by b\ b" mulliplicirlen Theile der 
Coefficienlen offenbar durch 4 aufgehen, die andern Theile das Doppelte der 
Summe zweier ungeraden Zahlen, indem 

. öF . , ,,,» » . w»f f, . dF w^,, . ^i , . w^ ,, . äF 



. .^^=^Aq + B"q'+B'g'\ ^^ = B"q+ A'q'+Bq", ^^ = Bq+Bq-^A'q' 

ungerade sind. Also sind die Coefficienten, welche^ wie zuvor, durch d (heil- 
bar sind, auch durch 4 und folglich durch 4(f = P theilbar. 

Es ist jedoch zu bemerken, dass der Fall A = 2 bei unsern Voraus- 
setzungen nicht in Betracht kommt. Sei zuerst ^^1, d. h. (w,'ä"^S (mod.4); 
setzt man a = 2a+l, a=2a+i. a" = 2a"+t, so ergiebt sich a + a'+a" ^ 1 
(mod.2 . Soll andrerseits die Gleichung p^—F{q,q,q') = 4d eine Lösung in 
ungeraden Zahlen p, q, q'^ q" zulassen, so muss, da ^ ungerade ist, die 
Congruenz p^'-F^q,q\q")=:^ (mod.8.) bestehen; folglich moss sein 

F{qy q\ q') = 5 oder A-\- A+ ^"+ 2 (Ä + Ä'+ 5") = 5, 



^) S. moine Abb. in diesem Journal Bd. 70 pag. 366. Es sei hier bemerkt, dass 
in dersolben unter (jp,q»r) eine eigentlich primitive Form zu verstehen ist, deren 
Doterminantü zu J prim ist. 
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was nach einfachen Reduclionen in aa+-«a"+a"a =^ 3 (mod.8) oder in 
Ko + t ) («'+ 1) (a"+ 1) = r/r?'«"-f 1 (mod. 2) übergeht. Die beiden Congruenzen 
iinod.2) erfordern aber^ dass a, a\ a\ folglich auch Ay A\ A" von der 
P\)rm 4»4-3 sind. — Ganz ebenso findet man, dass für den Fall <:/ ~3 (mod.4) 
die Coefficienten a, a\ a" von der Form 4w-f I, also A, A\ A" wieder von 
der Form 4« + 3 sein mössten. Nach unsern Voraussetzungen können daher 
ungerade Auflösungen der Gleichung (3.) nicht existiren. — 

Das erhaltene Resultat lässt sich so aussprechen: Man erhält alle ganz- 
zahligen Transformationen, wenn man (Her p^ q, q\ q'* alle diejenigen Auf- 
lösungerl der Gleichung p^ — F ^q,q\ q^)=^2^ .d wählt , bei welchen p ^0 (mod. d) 
ist. Diese Gleichung vertritt die Stelle von mehreren, welche erhalten werden, 
indem für h jeder der Werthe 0, J, für d jeder (positive oder negative) Di^ 
visor von J gesetzt wird. — 

2. Herr Hermite hat bereits bemerkt (a. a. 0. pag. 324), dass die quater- 
näre Form ^^ — F(x,x\x*') die Eigenschaft hat, durch Multiplication sich zu 
reproduciren. Man beweist dies leicht, indem man dem Producte 

mit Hilfe der Formel (4.) die Form giebt 

(l»? + X . ^ 1^ +x'. i 1^ + ar". ] ^y-[F',rix+Sy, nx'^- |y', nx"+^y") -f J.fi», »', «")], 

in welcher 

(6.) » = xy-xy, s = x y-xy , 8=xy-xy 

gesetzt ist, und indem man in dieser das subtractive Glied gleich 
zu machen sucht dadurch, dass man der Gleichung 



= J . f[s, s\ s 



J 



Genüge leistet. Setzt man nun 



(7) t-^l^f /'~1^ r-i.-^ 



so ergiebt sich 






und da andrerseits 

xs + xs' + a:' V = 0, y« + y V + y V = 
ist, so leisten die Werthe (7.) ffir t, t\ (' der Fordenmg Genüge. 

38» 
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Em besteht also folgende Gleichung 

(8.) [r-F(x, x', x")Ur^-F^, j,', y")] = r-/^(*, »', a"), 
ir^jui maii setzt: 

<. w , , cF , , dF „ dF 

3. )ni Hülfe dieses Resoltates können wir nun zeigen, dass man für ein be- 
stimmtes Sgstem h, d sämmtliche Auflösungen der Gleichung p^—F{q, q', q") = 2^. J, 
bei welchen p ^0 (jnod. J) ist, erhält, indem man irgend eine derselben mit 
sämmtlichen Auflösungen der Gleichung 

-100 /'-F>, «', O = 1 
nach der torhergehenden Regel zusammensetzt. 

In der Tbat^ erstens ist offenbar, dass man auf diese Weise nur Auf- 
lösungen der Gleichung ^3.} von der bezeichneten Art erhält. Denn setzt man 

80 wird 

Folglich bilden pi« 91« 91« q\ eiue Auflösung der Gleichung (S.)? bei welcher, 
da p == (mod. J) angenommen ist. nach den Congruenzen (5.) auch pi'^O 
(mod. cT) ist. 

Zweitens lisst sich zeigen, dass aus je zweien der bezeichneten Auf- 
lösungen der Gleichung i,3.} eine Auflösung der Gleichung (10.) abgeleitet 
Wf^rdon kann, — In derThat* wenn p, q, q, q"; Pi, ^i, ^1, q'i zwei solche 
Auflösungt^n sind« so erhalt man 

Wf^iin man sottl: 

/ , oF . , . dF , u , dF\ 

Nun l\\\\\i>{ m«n« «al(»r Anwendung der Formel (4.), den Voranssetzungen 
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Setzt man zur Abkfirzang die hierin enthaltenen Argumente gleich 
3, z', z", und 

so findet man fflr irgend welche ganze Zahlen x, x', x" die Gleichung 

F(x'i"-x"i', x"i-xt"y ar»'-x'a) 

= «^F(?,?^?'o-2«,«(?.4|^+9;.*|^^-?i'.j|^)+«^/^(9.,?;,7i'), 

also welches auch Xy Xy x* sein mögen, die Congruenz 

F{x'z''-x''z\x'z-xz*\xz''-'x'z) = (mod.cJ). 
Aus der Gleichung 

f{x,x',x").r{^z,i\z") 

= {x. \ ^-\-x'.i,^+x".\^)*-F{x'i"-x"z,', x%-xi", W-x'a) 
folgt also für alle ganzzahligen x, x', x" die Congruenz 

und folglich 

^ ö(g'^, - 9"^.) * ö(g"g, - qq;) ' ^ ö(^^.- ^'gj ^ ^ 

Hiemach lassen die Gleichungen (12.) zunächst erkennen, dass P29 929 929 92 
cfen Theiler d gemeinsam haben. 

Sie haben aber auch, wenn h=i ist, den gemeinsamen Theiler 2. 
Um dies zu beweisen, mflssen verschiedene Fälle unterschieden werden, je- 
nachdem q, q', q" den Grössen ^1, q[^ ql resp. gleichartig oder ungleichartig 
sind. Da in allen der Gang des Beweises derselbe bleibt, beschränken wir 
uns hier auf die genauere Betrachtung desjenigen, in welchem gi^g, q'iE=q', 
q';^q"+t (mod.2) sind. Da 

P'- F{q. q\ q") = 2J, p]^ Fiq,, q[, q'l) = 2J, 
findet man 

p\-F{q,,q,,ql) = pj- (^'+ ,»+ ^"•) _ 1 = 0, 

P'-P{9> q\ g")=p-iq'+q"+q"') =o, 

also, pi^p+i (mod.2). Daraus folgt ^2=^92^9 + 9'^ q2^P+q" (mod.2). 

Ist nun p gerade, also Fiq,q',q") oder Aq^+Äq"+Ä'q""=2 (mod.4), 

so ist pi ungerade, also /^(9m9'm9i') oder Aq\+Äq'!+Ä'qi* ^3 (mod.4), 

was mit Bezug auf die Voraussetzungen auch so geschrieben werden kann: 
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Aq'+Aq''-\-Ä'q'^+r{2q'+\)=-2 oder A\2q'+\)-^^ 1 (mod.4). Wäre A" ~3 
(mod. 4), so müssle q" ungerade sein, woraus Aq^+Äq' e^ 3 (mod. 4) Foig-en 
würde; dies ist nur so möglich, dass noch eine der Grössen A, A von der 
rorni \.H'\- 3 ist. gegen unsere Voraussetzungen. Man müsste also A' = 1 
(mod. 4) voraussetzen, wo dann q" und folglich auch ^2 gerade würde; ferner 
muss Aq^ -{^ Aq^ ':^2 (mod.4) sein, was nur dann möglich, wenn q, q' un- 
i^erade, folglich q^ und q'2 gerade sind. Da so 92^ qit qi gerade gefunden 
sind, muss es auch p^ sein. Wird aber p ungerade vorausgesetzt, so ist p, 
i^erade, und man gelangt zu denselben Resultaten, wenn man von der zweiten 
Gleichung ausgeht. 

Wir haben im Vorigen bewiesen, dass p2^ ?2i ^21 ^i durch 2^.d 
theilbar sind. Schreibt man daher in den Gleichungen (12.) für jene Grössen 
resp. 2''J./, 2''().w, 2^d\u!, 2^'3.u*\ so bestimmen diese Gleichungen eine 
Auflösung der Gleichung (10.) in ganzen Zahlen /, w, u\ u". 

Drittens erhält man aus den Gleichungen (12.) umgekehrt die folgenden: 

p, = tp + u.^ "ä^+^ -^"57+^ '^d^' 

welche zeigen, dass die Auflösung pi, ^i, ^j, q'i der Gleichung (3.) aus der 
Zusammensetzung der Auflösung p, q, q\ q'' derselben Gleichung mit der 
Auflösung /, u, u\ u* der Gleichung (10.) nach der Formel 

p\ - F{q. .qUq.) = [«'- Fiu, u\ t.")] . [p'- F{q, q, 9")] 
erhalten werden kann. 

Somit ist der Satz vollständig bewiesen. — 

Der zweite Punkt des Beweises, den wir rein arithmetisch gegeben 
haben, lässt sich auch aus den Transformationsgleichungen folgendermassen 
ableiten. Man bezeichne mit 5 die, durch die Gleichungen (1.) definirte 
Transformation der Form f in sich selbst, während p, q, q, q" eine be- 
stimmte Auflösung der Gleichung (3.) auf ein gegebenes Werthsystem h, J 
bezüglich bezeichnen. Ist Si die ähnliche durch eine Lösung pi, q^^ 9!, q'i 
derselben Gleichung bestimmte Transformation, so erhält man durch successive 
Anwendung von ^S und 5i eine neue Transformation von f in sich selbst; 
und zwar zeigt eine genauere Untersuchung, dass man die susammengefetjUe 
Transformation am den Gleichungen (1.) erhält y indem man darin p, g, g',^' 
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durch diejenigen Grössen /?o, q^-, q^i^ ql ersetzt, die nach der Regel der No.2 
durch Znsammensetzvng der Ausdrücke 

p'-Fig^g^gl »"^ P'-Fiqi.g'nqi) »n p\-F{q^,q^,q^) 
erhalten werden. Den grössten gemeinsamen Theiler, welchen ^2? qi-^ gi-^ ?^ 
etwa haben, bezeichnen wir mit rf, und setzen p2==dt, qi = du, q^^du^q^—dv'*, 
Dividirl man die Gleichungen (1.) durch cT, so erhält man ein ähnliches 
System von Gleichungen, in welchen p, q, q, q durch /, u, u\ u' ersetzt 
sind, und welche die zusammengesetzte Transformation S.Si darstellen. Der 

Ausdruck t'—F(Uyu\u")^ dessen Werth gleich — jr- ist, muss also von der 

Form 2^'.d' sein, wo A'=0 oder 1, J' ein Theiler von J ist, was nur möglich 
ist, wenn ä' = 0, rr = l. Der grösste gemeinsame Theiler d ist also gleich 
2''.fT, und t, Uy u, u' eine ganzzahlige Auflösung der Gleichung (10.). 

4. Als Resultat dieser Untersuchung können wir folgenden Satz 
aussprechen: 

Bezeichnen wir mit S„. Si, S.,, . . . die, stets in endlicher Anzahl cor- 
liandenen singulären Transformationen, welche aus den Gleichungen (1.) ent- 
stehen , indem man darin für p, q, q', q" je eine Auflösung der Gleichungen 
von der Form p^—Piq, q\ q'*) = 2''.d setzt, deren p durch S theilbar isl^ mit 
T aber die Transformationen, welche den sämmtlichen Lösungen p, q, q , q 
der Gleichung p^—F{q,q\q^^)^\ entsprechen, so zerfallen alle möglichen 
ganzzahligen Transformationen in die Gruppen: 

Nehmen wir als Beispiel die Form x^+x"—x^\ deren Adjungirte ihr 
selbst gleich ist; da ihre Determinante gleich Eins ist, zerfällt die Gleichung 
(3.) hier in die vier folgenden: 

(13«.) p^-^^-9'^ + 9-^= 1, (13M /-g'-g'Hr= 2. 

(13^) p^^q^^q^^ + q'^^^i^ (13''.) p^^q^-q'^ + q'- = ^2. 

Man erhält daher alle Transformationen der Form x^+x^ — x"^ in sich selbst 
mittelst folgender Formeln 

= ip'-q' + q"- q'") x-2 ipq" + qq') x' - 2ipq' + qq") x", 
(14) ; {p^-q^-q'^+q"^X' 

= 2{pq"-qq')x-\-{p'^-q'-<r-q"')x'^-^{pq-q'q")<^", 

{p'-q'-q'^+q"')X" 

= -2ipq'-qq")x+2{pq+q'q")x'-^ip''-{-q' + q''+q"')x'\ 
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wenn darin für p , q, q\ q' alle ganzzabligen Auflösungen der Gleichungen 
(13.) subslituirt werden. Der Auflösung p = 1, ? = 0, ^' = 0, ^" = —1 der 



Gleichung (13^) entspricht die singulare Transformation S 



f 0, 1, (K 
= ^-1, 0, 0). 
0, 0, 1 / 



Jede andere, einer Auflösung dieser Gleichung entsprechende Transformation 
muss also erhalten werden können, indem man 5 mit einer der Gleichung (13".) 
entsprechenden Transformation zusammensetzt. So ergiebt sich in der That 

für p = 3, g = 4, g' = 0, cf" = 3 die Transformalion S| = ( 9, 8, 12 ) , 

\ 12, 12, 17/ 

und es ist S^^T.S, worin Tdie, der Auf lösuug p = 0, q = 2, ^'=-2, q"=S 

/-9, + 8, -12\ 
der Gleichung (13".) entsprechende Transformation ( 8,-9, 12 I bezeichnet. 

V 12, -12, 17/ 

Bemerken wir ferner, dass aus einer Auflösung p=po, q = qo^ ^'=^01 
q"^qll der Gleichungen (13*.) und (13''.) sofort die Auflösung /? = go, q=Pii^ 
q' =^ qlU ?" = 9o der Gleichungen (13".) und (13^.) resp. sich ergiebt, so 
finden wir leicht, dass die den Gleichungen (13^) und (13''.) entsprechenden 
Transformalionen resp. aus den zu den Gleichungen (13".) und (13^) ge- 
hörigen erhallen werden, indem man x', x" in — x', — a?" verwandelt, * d. h. 

/l, 0, 0\ 

mittelitt der Transformation So = l^)— ^ 0). Hiernach erhfilt man alle 

\ü, 0, -1/ 

TrauHformalionen der Form x'^+x^—x"' in sich selbst mittelst der Formeln 

T^ i.oo, T,Sy T,S,Sq, 

üelrHchtot man aber die der zweiten und vierten dieser Formeln ent- 
nprechondon als unwesenllich von den andern verschieden, so kann man sagen: 

Ali$n erhält alle Transformationen der Form a:^+a?'— a?'" in sich selbst 
mitleUl der Oleichungen (14.), wenn darin für p^ q, q'^ q" alle ganzzahligen 
AufUmiigen der Oleichungen (13".) und (13\) substituirt werden. In dieser 
Form Ut unser Salz, wie leicht zu sehen, mit dem in Gauss op. II pag. 311 
boflndlichen identisch; in der That, von den dort unterschiedenen beiden Arten, 
die (jleichung ad—ßy^X zu befriedigen, entspricht die erstere der Gleichung 
(13.), die zweite der Gleichung (13^). 

Breslau, im November 1869. 
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lieber ein Randintegral. 

(VoD Herrn F. E, Prym in Würzburg.) 



Jbiine Menge wichtiger Eigenschaften, die den von mir in Bd. 70, 
Heft 4 dieses Journals aufgestellten Functionen u + ei zukommen, kann, nach- 
dem zuvor bestimmte einfachste Formen dieser Functionen als Normalformen 
fixirt sind, erhalten werden durch die Betrachtung einer gewissen Art 
von Randinlegralen. Um bei späteren Mittheilungen nicht immer wieder von 
neuem specielle Fälle dieser Rahdintegrale betrachten zu müssen, soll hier 
für dieselben die allgemeinste Form gegeben und behandelt werden. 

1. 

Gegeben sei eine Fläche T" von ähnlicher Beschaffenheit wie die in 
art. 1. und 2. meiner eben erwähnten Arbeit gebildete Fläche T'\ Die p 
Schnitte c und die r nach den r Punkten € führenden Schnitte / seien so 
gezogen, dass dieselben in der Ordnung Ci, C2, ..., Cp, /|, 4 9 •••^ h auf- 
einanderfolgen, wenn man ihren gemeinsamen Mündungspunkt positiv (d. h. 
umgekehrt wie der Zeiger einer Uhr) umkreist. Die in den erwähnten Ar- 
tikeln getroffenen Bestimmungen und gewählten Bezeichnungen lasse man 
sämmtlich ungeändert bestehen, und füge die folgenden neu hinzu. Den ge- 
meinsamen Mündungspunkt der drei Schnitte Oy, by, Cy bezeichne man fünffach 
als fy, qy, Tyy 8y^ tyy jeuachdem man sich in dem einen oder andern der 
fünf, von den drei Schnitten dort gebildeten Winkelräume befindet. Den ge- 
meinsamen Mündungspunkt der p Schnitte c und der r Schnitte / bezeichne 

man p+^fach als 7i|, 712, ..., n^y l^^ Aj, ..., i^, und zwar als Jiy^ wenn 
man sich auf der positiven Seite des Schnittes Cy, als l^, wenn man sich auf 
der positiven Seite des Schnittes /^ befindet. Man scheide dann die sämmt- 
lichen r Punkte «j, e^, . .., €^ durch r Curven k aus der Fläche T* aus, 
allgemein den Punkt t^ durch eine, weder sich selbst noch irgend eine der 
r— 1 übrigen Curven k schneidende Curve k^y die man von einem Punkte o^ 
auf der negativen Seite des Schnittes l^ durch die Fläche V um den Punkt 
«^ herum bis zu dem, dem Punkte a^ entsprechenden Punkte r^ auf der po- 

Jonrnal ffir Mathematik Bd. LXXL Heft 4. 39 
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sitiven Seile von /,. zieht. Der Punkt a^ und die Gestalt der Curve k^ seien 



'n 



zunächst so gewählt, dass dieselbe, wenn e^ ein Verzweigungspunkt ist, keinen 
Weilern Verzweigungspunkt der Fläche T", dass dieselbe dagegen, wenn e^ 
kein Verzweigungspunkt ist, überhaupt keinen Verzweigungspunkt mit dem 
Punkte £^ zusammen einschliesst : und ferner so, dass wenn der Punkt e^ im 
Endlichen liegt, die Punkte der Curve k^ alle denselben Abstand vom Punkte 
6^,^ wenn dagegen der Punkt e^ im Unendlichen liegt, die Punkte der Curve 
A'^ alle denselben Abstand vom Punkte z =0 haben. Diesen Annahmen ge* 
mäss wird also die Curve A^, wenn e^ ein y — Ifacher Verzweigungspunkt 
ist, sich v-mvA kreisförmig um den Punkt e^ winden müssen, um vom Punkte 
o^ zum Punkte t^ zu gelangen, dagegen nur einmal, wenn e^ kein Ver- 
zweigungspunkt ist. Bei der Curve k^ nenne man die dem Punkte s^ zuge- 
wandte Seite die innere, die andere die äussere, und das, durch diese Curve 
aus der Fläche T" ausgeschiedene, den Punkt e^ enthaltende Flächenstück die 
Umgebung des Punktes s^. Denjenigen Theil des Schnittes /^, der sich von 
dem gemeinsamen Mündungspunkte aller Schnitte c und / bis an die Curve 
k^, erstreckt, nenne man /^. Die neue Fläche, die aus der Fläche T" durch 
Ausscheidung der r Punkte € vermittelst der Curven k entsteht, und die eben- 
falls einfach zusammenhangend ist, be- 
zeichne man als Fläche T*. Derselben >^ /"""^ 
fehlen Flächentheile, die der T" ange- 
hören. Ihre Begrenzung wird gebildet 
von den beiden Seiten der Schnitte 
a, fe, Cy l' und von den äusseren Seiten 
der Curven k. Längs dieser Begrenzung 
markire man die positive Richtung des 
Durchlaufens durch Pfeile. Man be- 
merke, dass dabei die aus V ausgeschie- 
denen, nicht zu T* gehörigen Flächen- 
theile, oder, was dasselbe, die Punkte e 
negativ umlaufen werden. Die neben- 
otohende Figur veranschaulicht eine 
nolcho Fläche T*. 

Zugleich mit der ursprünglichen Fläche T'' seien gegeben zwei Functionen 
der complexen Variable z = x+yi, w die eine, ai die andere, mit folgenden 
Kigonschaflen. Mit Ausnahme der r Punkte b sollen die Functionen in der 
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ganzen äbrigen Fläche 7" allenthalben einwerthig und stelig sein. In dem 
Punkte e^ (p = 1, 2, .. .,r) sollen co und cJ unstetig werden, und zwar in der, 
durch endliche Ausdrücke von der Form 

resp. characterisirbaren Art, so dass die Differenzen ü) — (p^{r^) und w — ^«(r ) 
für den Punkt s^ stetig bleiben. In diesen Ausdrücken bezeichnen die L und 
V Constante, m^ und n^ ganze Zahlen; r^ hat die im art. 2. meiner erwähnten 

Arbeit angegebene Bedeutung, und es muss für den Fall, dass e^ ein y— Ifacher 
Verzweigungspunkt ist, noch der Werth von r^ in einem Punkte der Um- 
gebung von e^ festgesetzt sein (was auf v Weisen geschehen kann), dann ist 
r^ für die ganze Umgebung von s^ einwerthig bestimmt. Die Werthe von cu^ 
(V in je zwei entsprechenden Punkten auf der positiven und negativen Seite 
der, von den beiden Seiten der Schnitte a^ b, c, l gebildeten Begrenzung der 
Fläche T", die man durch o)^ und co"^ co^ und vi" bezeichne, sollen in 
der Weise verknüpft sein, dass allgemein für y = 1, 2, . . . ,/?; p = 1, 2, . . . , r: 

längs tty {eü+ = AyO)'^+A'^^ cw"^ = Äy oj" + Äl^ 

längs6,{ü>+ = 5,a>- + 5:, cJ+ = 5,a{- + ß;', 

längs Cy {o)"*" ^ixT-^-Jyy CO ^ = ar + /t^ , 

längs l^ {(o'^ = ixr—27i%L^y ai'^ = üi^ — ^niL^^ 

wobei die A, A, A\ Ä\ B^ B, JB', ß", J, J' Constante bezeichnen, und 

die 2p Producte A^Ay, B^By (y = 1,2, ...,p) sämmtlich den Werth 1 be- 
sitzen sollen. Functionen o), vi mit diesen Eigenschaften kann man, neben- 
bei bemerkt, in unbegrenzter Anzahl erhalten durch Integration von in T ein- 
werthigen Functionen der Variable z, die für eine endliche Anzahl von Punkten 
in T unendlich von angebbarer Ordnung werden und beim Ueberschreiten 
der Schnitte a^ b constante Factoren annehmen. Der speciellere Fall, wo 
ein Uustetigkeitspunkt von cu nicht auch zugleich ein Unstetigkeitspunkt von 
io ist, oder wo eine der Functionen oder auch beide allenthalben endlich 
sind, ist in dem obigen allgemeinen Falle mitenthalten, insofern als für jede 

der Constanten L^ V in den Ausdrücken tp^ ip, ohne Störung der weiteren 
Entwicklungen, auch der Werth Null zulässig ist. 

39» 
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Aus den bis jetzt erwähnten Eigenschaften der Functionen o), ci ergeben 
sich durch bekannte Schlüsse die folgenden als secnndäre. Zwischen den, 
in die Grenzgleichungen (6r.) eintretenden Constanten existiren nothwendig 
(vergl. m. Arbeit Bd. 71, Heft 3, art. 1) die 2p+2 Relationen 

l yj,-2m Wl. = 0, J, = Bl {A,-i)-'Al (5,-1), 

2;z/;-27ii 2: l' =o, ^^; = ß;'(^,-i)-^;'(Ä,-i), 

Da die Dififerenzen co— 9)^(r^), cJ— y^(r^) in dem Punkte e^ stetig sind und 
beim Ueberschreiten des Schnittes /^ ungedndert bleiben, so haben dieselben, 
wenn man sie für die Umgebung des Punktes e^ als Functionen von r^ be- 
trachtet, bis zu einem endlichen Modul von r^ den Character einwerthiger 
und stetiger Functionen der complexen Variable ^ = r^. Setzt man also für 
die Umgebung des Punktes e^ (dem immer der Werth r^ = entspricht) 

SO lassen sich die Functionen tp^ tp bis zu einem endlichen Modul von r^ 
darstellen durch Reihen von der Form 

wobei die c, c' Constante bezeichnen. Nach den über die Curve k^ vorher 
getroffenen Bestimmungen kann man dieselbe als mit all ihren Theilen in dem 
Gebiete liegend ansehen, für das die obigen Reihenentwicklungen gelten. Es 
werden also o) und (6 in dem, durch die Curve k^ aus T" ausgeschiedenen 
Flächenstücke und auch noch auf der Begrenzung k^ desselben dargestellt durch 

I I 

wobei ip, (py \p^ xp die aufgestellten Reihen bezeichnen. 

Nach diesen Vorbereitungen betrachte man das Integral 

H 

ausgedehnt in positiver Richtung durch die ganze, aus den beiden Seiten der 
Schnitte a^ b, c, V und den Susseren Seiten. der Curven k bestehende Be- 
grenzung R der Fläche T*. Da die Functionen co, cJ in der Fläche T* 
allenthalben einwerthig und stetig sind, indem diese Fläche die r Punkte b 
nicht mehr enthält, so hat nach bekanntem Satze das obige Integral, ausge- 
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dehnt über die ganze Begrenzung dieser Fläche, den Werth Null. Dasselbe 
ist aber auch gleich der Summe der Integrale, die erhalten werden, wenn 
man der Reihe nach über die einzelnen Begrenzungslheile integrirt. Die Aus- 
führung dieser Integration liefert zwischen den Constanten, die das Verhalten 
der beiden Functionen w, ai an der Begrenzung von T" und in den Unstetig- 
keitspunkten e characterisiren , eine merkwürdige Relation, deren Herleitung 
der Zweck der vorliegenden Arbeit ist. 

2. 

Das Integral J kann man zunächst in zwei Integrale Ji und J2 zer- 
legen, von denen das erste sich auf das System der Schnitte a, b, c, das 
zweite sich auf das System der Schnitte t und der Gurven k bezieht. Das 
Integral Ji kann weiter als Summe von p einfacheren Integralen Sy{v= 1,2,. ..,/>) 
aufgefasst werden, von denen das dem Index r entsprechende in der Richtung 
der Pfeile über den Theil der Begrenzung der Flöche T* zu erstrecken ist, 
der von den beiden Seilen der drei Schnitte a^, by, Cy gebildet wird. Das 
Integral /j dagegen kann als Summe von r einfacheren Integralen T^ ((>=1^2,...,r) 
betrachtet werden, von denen das dem Index q entsprechende in der Richtung 
der Pfeile über den Theil der Begrenzung der Fläche T* zu erstrecken ist, 
der von den beiden Seiten des Schnittes l'^ und von der äussern Seite der 
Curve k^ gebildet wird. Da ferner bei der Ausführung des Integrals S^ 
längs jedes der drei Schnitte a^y by, Cy zweimal integrirt wird, einmal auf 
der positiven, das andere Mal auf der negativen Seite, und' die Richtung der 
Integration auf der negativen Seite immer genau entgegengesetzt ist der Rich- 
tung der Integration in den entsprechenden Theilen auf der positiven Seite, 
so kann man die beiden, auf die positive und negative Seite bezüglichen Theiie 
von Sy durch Zusammenfassen correspondirender Elemente in ein einziges In* 
tegral vereinigen, das nur über die positive Seite zu erstrecken ist. Dieselbe 
Betrachtung ist anwendbar auf denjenigen Theil von T^, der sich auf die 
beiden Seiten des Schnittes /J bezieht; man erhält so schliesslich: 

v=-l »-=1 »/ ' 

J2 = '^T^ = ?^[y^ I "^^^"^^ " ^"^^'" I +P^d(6\ , 
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wobei also jetzt das Integral 

Sy = / I a)"*" rfcü"^ — CO" rfco" I 

einmal über die positive Seile eines jeden der drei Schnitte a^^ by, Cy von 
Anfang bis zu Ende in der Richtung der Pfeile zu erstrecken ist, und ebenso 
das, als Theil von T^ auftretende Integral 

/ j CÜ+ rfcü+ — CO" dcy~ I 

e 
einmal Aber die positive Seite des Schnittes l^ von Anfang bis zu Ende in 

der Richtung der Pfeile zu erstrecken ist, während zugleich cü'^^ co^ die 

Werthe der Function w in zwei entsprechenden Begrenzungspunkten, dai^y 

daj~ die Aenderungen bezeichnen, die cJ+ und co" gleichzeitig erleiden, wenn 

man auf einem der Schnitte Oy, by, Cy oder l'^ in der Richtung, die die Pfeile 

auf der positiven Seile desselben haben, sich fortbewegt. Das Integral jS^ 

soll zunächst berechnet werden. 

Aus den, unter (6.) aufgestellten Grenzbedingungen ergeben sich, mit 

Berücksichtigung der Gleichungen AyAy=l^ ByBy=l^ die folgenden Relationen: 

längs Gy { dcü+ = Ay dvjr , cü+ dco+ = co" dd" + Äy dai+, 

längs by { dcü+ = By dwT y co"*" rfco^ = co" dixT + ßy doi^, 

längs Cy { d(6^ = rfco" , co+ rfco"*" = va'^ d(6''+ Jy dci^. 

Entnimmt man aus diesen Gleichungen die Werlhe der Differenzen 

{ C0+ rfCü"*" — CO" rfco~ } , 

ausgedruckt durch c/co+ allein, und fahrt dieselben in das Integral Sy ein, so 
folgt : 

Sy = ÄyJ^'^ rfcJ+ + B'yJ^^ d(6^ + Jyf^dai'', 

a+ 6+ c+ 

Ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des Schnittes Gy in der Richtung 
der Pfeile führt nun, mit Rücksicht auf die Figur, vom Punkte qy zum Punkte 
Sy^ ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des Schnittes by in der Rich- 
tung der Pfeile vom Punkte ty zum Punkte ty, endlich ein Durchlaufen der 
ganzen positiven Seite des Schnittes Cy in der Richtung der Pfeile vom Punkte 
8y zum Punkte Tiy . Bezeichnet man also den Werth der Function co in irgend 
einem Punkte ß der Begrenzung abgekürzt durch co^^ so ergiebt sich 
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In Folge der Grenzbedingungen (G.) sind die Werthe der Function w 
in den vier Punkten q^, r^, s^, t^ mit dem Werthe der Function co im Punkte 
Py verknüpft durch die Gleichungen 

9y 1 Y yy 

Fuhrt man diese Ausdrücke in die letzte Formel für Sy ein, so wird 

Sy = Jy0i„ +jyÄyBl' -WyBlÄ; -jy(AyB'y' +Ä;) 

ny 

+ [B:Byil^Äy)^AyÄyil^By)--ÄyByjy]W^^, 

und man erhält so schliesslich, indem man berücksichtigt, dass den Relationen 
(G'O zufolge der Coefficient von ui^ auf der rechten Seite dieser Gleichung 

Pv 

den Werth Null hat, für den Werth des Integrals Sy den Ausdruck 

Sy = ^yOi„ +AyÄyBy—ByB'yÄy—Jy{AyBy+Ay). 

Tly 

Der von ai freie Theil dieses Ausdruckes soll im Folgenden abgekürzt durch 
C» bezeichnet werden. 



3. 

Im Vorigen bezeichnete T^ den Ausdruck 

Was das erste Integral rechts betrifft, so hat man längs /^ und folglich auch 

längs /^ {a>+ = ü)- — 27iiZr^, da>+ = rfü>~, cü+dco"*" = o)" dci" — 27iiL^doj^ . 

Da ferner ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des Schnittes l^ in der 
Richtung der Pfeile, mit Rücksicht auf die Figur, vom Punkte r^ zum Punkte 
l^ führt, so ergiebt sich der Werth des in Rede stehenden Integrals 

Was das zweite, in dem obigen Ausdrucke für T^ vorkommende In- 
tegral betrifft, so werden den früher getroffenen Bestimmungen zufolge die 
Functionen oi^ co auf der Curve k^. Ober die dieses Integral von o^ bis t^ 
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zu erstrecken ist, dargestellt durch die Gleichungen 

wobei ip^^ q>^y V^^, V^^ die im art. 1 aufgestellten Reihen bezeichnen. Man 
hat also, unter Anwendung einer abgekärzten Bezeichnungsweise, so lange als 
dadurch iiein Irrthum zu befflrchten steht, 

k a *f a ^ n *^ 

Da die Functionen xp^, xp^ von z in dem, durch die Curve k^ voll- 
ständig begrenzten, den Punkt €^ enthallenden Flächenstücke einwerthige und 
stelige Functionen des Ortes oder Punktes sind, so hat das dritte der rechts 
siehenden Integrale den Werth Null. Für die, unter den beiden anderen In- 
legralzeichen vorkommenden Producte von Functionen erhält man unmittelbar 
die folgenden, ebenfalls für die ganze Curve k^ convergenten Entwicklungen 

wobei die Coef^cienten M und N sämmtlich endliche Aggregate der, in den 

Reihen für cp^ (p, xp, xp als Coefficienten auftretenden Constanten L, L\ c, c 
sind, und speciell die beiden Coefficienten M^^^ und fi^^^ die Werthe 

N^'^ = i^,c^-[/.;ic,,+2z;,c,,+3/:;3c^+..-+n,z;,«^c^,.j, 

besitzen. Die ebenfalls hier auftretenden Grössen m^y n^ sind die in den Aus- 
drücken cp, (p als Exponenten vorkommenden ganzen Zahlen. Multiplicirt man 
nun die oben aufgestellten Reihen mit dr^ und integrirt sie über die Curve 
ft„ von a bis t, so folgt 

denn es sind die unbestimmten Integrale aller übrigen Glieder der obigen, 
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noch mit dr^ multiplicirten Reihen in der Umgebung des Punktes e^ einwerthige 
Functionen des Ortes, die beim Durchlaufen der Curve k^ von a bis r im 
Endpunkte r denselben Werth wieder annehmen, den sie im Anfangspunkte a 
besitzen, und es haben folglich die bestimmten Integrale dieser Glieder von a 
bis T erstreckt sdmmtlich den Werth Null. Fasst man die gewonnenen Re- 
sultate zusammen, so ergiebt sich 

(2.) /^wdui = Lj''lnr,^dT,-^{Mp-VN^^^)f^- 

k a ^ a ^ 

Durch Ißl bezeichne man die Differenz fr^-fa derWerthe, die irgend 
ein, in die eckige Klammer eingeschriebener Ausdruck f in den Punkten r 
und a hat. Aus der Gleichung (2.) folgt dann, indem man auf das erste In- 
tegral rechts das Verfahren der theilweisen Integration anwendet, und das 
zweite Integral rechts ausfährt, 

Setzt man hier für den mit dr^ multiplicirten Quotienten der Grössen co und 
r^ die betreffende Reihenentwicklung, so liefert die Integration derselben 

a ^ a * a ^ 

indem die, zwischen den Grenzen a und r genommenen Integrale aller übrigen 
Glieder der Reihe verschwinden. FOhrt man den gefundenen Werth in {3.) 
ein, und setzt 

so folgt 

(4.) f^atdcä = [L^iuilnr,+ iM^-N,)lnr^-iL^L'^ln\]l, 

und hieraus ergiebt sich nach einfacher Reduction, unter Berflcksichtigung der 

Gleichungen 

[In r^]a = [In r^], + 2m, w„^ = ai^^ + 2m L'^ , 

endlich 

(5.) f^wdai = ^2mL^(6,^^2m{M^-N,)+2n'L^L'^. 
k, 
Setzt man nun fflr die beiden Integrale, deren Summe oben mit 7^ 
bezeichnet wurde, die gefundenen Werthe ein, so erhfilt man schliesslich: 
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wobei also zur Abkürzung gesetzt ist: 

c, - AA^B;-B\B,Ä;-j,iA,B;+Ä;), 

^e =^ - A' ^i'«'+ A» ^?»+ 2 /.|,2 c^5 H h «e A.'»^ ^c.»^ ^ 

((>= 1,2, ...r)j,/^^.^=-27iiL^, Jp^, = -27iil^j, y=p + r. 

Sind die Functionen w, vi beide allenthalben endlich in T" oder T\ 
so haben die Constanten L, L' sämmtlich den Werth Null, und es ergiebt sich 
dann aus der obigen, alle Fälle umfassenden Formel die speciellere: 



Vertauscht man in dem links stehenden Integrale die beiden Functionen o) 
und (6, so hat das dann entstehende Integral ebenfalls den Werth Null. Die 
Vertauschung von w und (6 zieht aber auf der rechten Seite der obigen Glei- 
chung eine gleichzeitige Verlauschung von Ay und Ay^ By und ß^, Äy und 
Äy, By und B'y^ Jy vlwA ^y w^^\\ sich. Man erhält so für diesen Fall die 
folgende Relation: 

jO = Y\AyAyBy-ByßlAy-JMyBy^Äy)\ 






die von der vorhergehenden sich nur durch die Form unterscheidet, indem 
mit Hälfe der Gleichungen {G'.) die eine leicht in die andere ObergefObrl 
werden kann. Für manche Untersuchangen ist die letztere Form vorznsiehen. 

Würzburg, im November 1869. 
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Leber hypergeometrische Fonctionen n'^' Ordnung« 

(Vo:: H•^ml L. Pockkaaumer.) 



l_/ie Met&iode. sack welcker Aimom die hypergeometrische Reihe 
defnirt asd «üe fairfiaffiif EisenschafkeB derselben ableitet*), Iftsst sich 
auf erjiebüdi lüfeaeiBere FaBctioaea aasdebaeiL wenn die lineare Differential- 
^eidian^ iwet'.er Oninan^, welcher die Reihe genagt, durch eine von der 
A^n OninoA^ er^etiS wird. Es ersieht sich eine Stnfenfolge . von Functionen, 
welche sdmoitlkh durch die Unsteägkeits - und Verxweigungs- Bedingungen 
alleia liedairt wenien« uad auf die äch die meisten hervorragenden Eigen- 
5chaf^.ea cer ii^pers^oaetrischea Reihe ilbertragen lassen. Diese Functionen 
soCen. ün Aa<calii5s aa die Ahlkhe Bezeichnung, hypergeometruche Fw%cHonen 
i^^naoa: weniea. uUer Hiaiafagimg einer Ordmungs^aUy welche die Ordnung 
der lo^hOri^ea ÜAeaivm Difereatialgleicbung anzeigt. 

E^ ddrtle de< ZusMaaeahangs halber zweckmässig sein, einen kurzen 
1'ei.HfrcIick il'^r «ii«* T^r^chiedenen Definitionen der hypergeometrischen Reihe 
uud dbor jie Beiieä^ift^^xi« der Reihe zu der Differentialgleichung zweiter 

Ute iirfMv'^'^e iiyp<T^««melrische Reihe: 

*'r.-"^" «s^r./-'«' l.2.3.yO + i)0+2) ^■^•••' 

i\»«*t./ V*^ ^1 - •; >'"'*"' (1 - xu)~' du 
hMiIw4 i^ )E!M«^ dw DiANTMlialgleichiiiig: 
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gefunden wird, erhält man den Ausdruck: 

als voUsUlndiges Integral derselben. 

Diese Form des vollständigen Integrals hat jedoch nur eine beschränkte 
Gültigkeit, da die angeführten Reihen nur für Werthe des x, deren Modul 
zwischen und 1 liegt, convergent sind. Für die Werthe des x, welche 
die Umgebung des Punktes x=\ bilden, gewinnt man zwei andere partikuläre 
Integrale, nämlich eine convergente, nach positiven Potenzen von a?— 1 fort- 
schreitende Reihe, und eine zweite derartige Reihe, multiplicirt mit einer 
gebrochenen Potenz von jj— 1, welche zusammen wieder das vollständige 
Integral ausdrücken. Endlich existiren für grosse Werthe des x zwei nach 
fallenden Potenzen fortschreitende convergente Reihen, multiplicirt mit ge- 
brochenen Potenzen von x, welche ebenfalls Lösungen der Differentialgleichung 
sind. Man sagt, dass die erste Form des vollständigen Integrals zum Werth 
a? = 0, die zweite zum Werth ar = 1 , die dritte zum Werthe x= oo gehört. 

Aus der Verschiedenartigkeit der Ausdrücke für die verschiedenen 
Werthgebiete des x ergiebt sich der Schluss, dass die specielle Form der 
Reihen nur eine untergeordnete Bedeutung hat, und dass die wesentlichen 
Eigenschaften der Function vielmehr in der Differentialgleichung ihren Aus- 
druck finden. Die erhaltenen Reihen -Entwicklungen gelten nur als ver- 
schiedene Darstellungen einer und derselben Integral -Function, ebenso wie 
irrationale algebraische Functionen für die einzelnen Wurzelwerthe verschiedene 
Reihen -Entwicklungen verlangen. Aus diesem Grunde zog man es vor, die 
Function nicht durch die Reihe, sondern durch die Differentialgleichung zu 
definiren. 

Indessen spricht sich in der gewissermassen zufällig scheinenden Form 
der Differentialgleichung sehr wenig die hohe Wichtigkeit der Integral- 
Function aus. Es war daher von grosser Bedeutung, dass es Riemann gelang, 
die allgemeine Function durch die ganz charakteristische Art, wie dieselbe 
sich verzweigt und unendlich wird, vollständig zu definiren. Zu den Punkten 
x = und a;=l gehört, wie oben ausgeführt wurde, je ein partikuläres 
Integral, das eine convergente Reihe bildet, und ein zweites, das nach Division 
mit einer Potenz von x, bezüglich o?— 1, in eine convergente, nach positiven 
Potenzen von x, bezüglich x— 1, fortschreitende Reihe entwickelbar ist. 
Ebenso werden die zu o; = oo gehörigen partikulären Integrale durch Division 
mit Potenzen von x eindeutig und endlich für das Gebiet grosser Werthe, 
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oder also^ was dasselbe ist^ convergent nach ganzen negativen Polenzen von 
X enlwickelbar. Die genannten partikulären Integrale sind folglich, wenn sie 
für X :- 0, X = l oder x = oo unstetig werden, immer nur wie algebraische 
Functionen unstetige so dass durch Division mit einer Potenz die Unendlich- 
keit und Mehrdeutigkeit vollständig beseitigt werden kann. Stellt man non 
an das allgemeine Integral einer linearen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung die Anforderung, dass dasselbe nur für aT=^0, x^\ und a:= oo un- 
stetig werden oder sich verzweigen« und dass die Unstetigkeit und Mehr- 
deutigkeit der partikulären Haupt-Integrale bei den Punkten 0, 1 und oc sich 
stets durch Division mit einer Potenz von x, bezüglich x—\^ beseitigen 
lassen soll: so gelangt man, wie Riemann gezeigt hat, mit Nothwendigkeit 
zur Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe. Die Exponenten der- 
jenigen Potenzen, mit denen man die partikulären Integrale dividiren rouss, 
um sie endlich und eindeutig zu machen, sind die charakteristischen Con- 
stanten der Differentialgleichung. 

Bei der Ganss^chen Reihe ist je ein Exponent für die Punkte und 
1 gleich Null zu nehmen, da die eine Reihe an und für sich convergent ist. 
Riemann nimmt dafür ebenfalls von Null verschiedene Exponenten, indessen 
hat dies nur die Ersetzung von y durch ein Product: yx^^X'-Xy zur Folge, 
so dass eine einfache Substitution die Gausssc\\Q Form der Differentialglei- 
chung wiederherstellt. Ausserdem kommen statt der Werthe 0, 1 und oc 
in der Riemann sciien Abhandlung allgemeine constante Werthe vor, aber 
auch in dieser Beziehung führt eine Substitution unmittelbar zur Gauss"^ 
sehen Reihe. 

Es sollen nun in der nachstehenden Arbeit allgemeinere, der hyper- 
geometrischen Reihe analoge Functionen betrachtet werden, bei denen statt 
der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung eine von der n^®" Ord-* 
nung der Entwicklung zu Grunde gelegt ist. Für die Punkte und 1 treten 
n Punkte a,« Os . . . a. ein, so dass ai, a2' > - a^ und cc die einzigen Werthe 
des X sind, für welche die Function unendlich werden und sich verzweigen 
kann. Bei der Gauss sehen Reihe giebt es für die Punkte und 1 je ein 
convergent entwickelbares Integral; bei den hier betrachteten Functionen 
existiren für die Punkte öi, 02, ... On je n — 1 conv&rgent entwiekelbare 
partikuläre Integrale, die wesentlich von einander verschieden sind; eine 
ähnliche Eigenschaft ergiebt sich für den Werth x^. Als n^^ Integrale fiBr 
jeden der Punkte ai . . . a«, und ebenso für den Werth oc, hat man Aasdrflcke, 
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welche durch Division mit einer Potenz von x — a,., respeclive a:, endlich, 
eindeutig und von Null verschieden werden. 

Die Werthe a„ Oo . . . a„ und ex; sind nach der Bezeichnung des Herrn 
Weierstrass die singulären Punkte der linearen Diiferenlialgleichung. 

Hat man eine lineare Differentialgleichung mit eindeutigen Coef- 
ficienten auf die Form gebracht, dass die höchste Ableitung den Factor 1 
hat: so kann die Integralfunction , abgesehen von dem Werlh o? = oc, nur 
für diejenigen Werthe des x unstetig werden oder sich verzweigen, welche 
einen oder mehrere der Coefficienten unendlich machen. Diese Werthe und 
der Werth x = oc heissen die singulären Punkte der Differentialgleichung. 
Bezeichnet c irgend einen Werth, der keiner der singulären Punkte ist, so 
existirt nach einem von Herrn WeierstrMs herrührenden Theorem*), stets 
eine convergente, nur ganze und positive Potenzen von x — c enthaltende 
Reihe: 

yu^ryi[x'-c)-\-Y.{^ — cf+Y^[x'-cf-\-"'^ 

welche der Differentialgleichung genügt, und in welcher die n ersten Coef- 
ficienten y^^^ Yi-i' 'Yn-i willkürliche Constanten sind. Diese Reihe stellt so- 
mit für die Umgebung des Punktes c das vollständige Integral dar. Ist da- 
gegen a ein singulärer Punkt, so erhält man convergente, nach positiven 
Potenzen von x—a fortschreitende Reihen im Allgemeinen nur nach Ab- 
trennung gewisser unstetiger oder mehrdeutiger Factoren, welche bei den 
verschiedenen partikulären Integralen verschieden sind. In der Differential- 
gleichung der Gaus8*sc\ien hypergeometrischen Reihe sind 0^ 1 und oc die 
singulären Punkte. 

Für die im Folgenden behandelten Functionen, welche, wie erwähnt, 
als hypergeometrische Functionen «^«' Ordnung bezeichnet werden, sollen 
hinsichtlich ihres Verhaltens an den singulären Punkten Anforderungen ge- 
stellt werden, welche die singulären Punkte möglichst wenig verschieden t)on 
den nicht singulären Punkten machen. 

Man verlangt, dass für jeden der n endlichen singulären Punkte a^ . . .a^ 
ein Integral von der Form: 

Yi^+Yl{x-ay)'\-y2{x''a,f']ry:^{x-ay)^ + ''• 

existire, bei welchem die Reihe convergente und die n — 1 ersten Coefficienten 
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*) Ein genauer Beweis findet sich in der Abhandlung des Herrn L. Fuchs im 
. Bd. dieses Journals. 
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7ii9 yi'i '-'Yn^i fvillkürliche Constanten sind, und dass aasserdem ein Integral 
bestehe, welches nach Division mit finer Potenz eon x--ay ebenfalls eine con- 
vergente, nur positive ganze Potenzen von x—a^ enthaltende Reihe bildet. 
Wegen der Zahl der willkürlichen Constanten repräsentirt das erstere Integral 
I»— 1 partiknldre Integrale. Es kommt nach der obigen Bestimmung bei den 
Punkten ai . . . a» nur je ein Exponent, der beliebig bleibt, vor. 

Für den singulären Punkt x = oc stellt man die Bedingung, dass 
einerseits ein Integral von der Form: 



in welchem die Reihe convergent, und die n — 1 ersten Coefficienten y<„ yi . . . y,_i 
willkürliche Constanten sind, und andererseits ein ähnliches Integral: 

mit einer willkürlichen Constante, existire. 

Durch diese Bedingungen ist, wie bewiesen werden soll, die Dif- 
ferentialgleichung n^ Ordnung und die gesuchte Function, als deren Integral, 
vollständig bestimmt. Die gestellten Anforderungen werden nach einander in 
die Rechnung eingeführt. 

Wenn man zunächst die Bedingungen für die n endlichen singulüren 
Punkte ai...a« allein gelten lassl, und das Verhalten bei a: = oc nur in so 
weit einschränkt, dass daselbst alle Unstetigkeiten algebraischer Natur sein 
sollen: so ergiebt sich der Salz, dass die Differentialgleichung die Form: 

haben muss, worin (pj, (x), für k = n, n — l^. . .1, eine ganze rationale 
Function h^^ Grades von x bezeichnet, während 9)» constant ist. 

Wird sodann die angeführte Bedingung für den singulären Punkt x 
hinzugefügt, so gewinnt man die gesuchte Differentialgleichung in folgender 
Gestalt, tu der alle Constanten bestimmt sind: 

r (-i)-*|(i-*-i)_y<-«w+(i-*-i)_*.,v'-^''{«)!£ = 0. 



(p{x) bedeutet hierin eine ganze Function n^^, ip{x) eine ganze Function 
Halten Grades, X eine Constante. In den Coefficienten der verschiedenen 
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Ableitungen von y kommen je zwei Differentialquotienten von (p(x) und 
ip{x)^ muliiplicirt mit gewissen Binomialcoefficienten vor. Die Fnnction 
(p{x) enthält, wenn man den Factor von x"" gleich Eins macht, n Constanten, 
ebenso viel if'ix)^ wozu noch X tritt. Die Differentialgleichung hat also 
2n + l Constanten. Die Bedeutung derselben ergiebt sich aus dem Vorher- 
gehenden. Erstens kommen unter denselben die n singulären Punkte a,, Oj, . . . a^ 
vor, und zwar erhellt, dass: 

ip{x) = {x-a^Xx-a,) . . . (a?— aj 
ist; zweitens gehört zu jedem dieser Punkte ein Exponent, und endlich ge- 
hört ein Exponent zum singulären Werth x= ^, Bei x = oo wurden aller- 
dings zwei Exponenten genannt; indessen ist nur einer derselben beliebig, der 
zweite ist durch die übrigen Exponenten bestimmt. 

Die allgemeine hypergeometrische Function n^®' Ordnung soll durch 
das Zeichen: 

rj (^i f ^2 , ... flu, X\ 

"^b,, 6,,... 6«, XJ 

dargestellt werden; die Exponenten hängen von den n+l Grössen 61,62, . . . 6„ 
und l ab. 

Bei der Aufsuchung der Differentialgleichung war der Ausgangs- 
punkt in einem Satz des Herrn Fuchs *) gegeben. Derselbe hat nachgewiesen, 
dass, wenn man an das Integral einer linearen Differentialgleichung n^^ 
Ordnung die Anforderung stellt, dass es p endliche singulare Punkte öj . . . « 
habe und bei allen diesen Punkten, sowie beim singulären Punkt x = oo^ 
stets nur algebraische Unstetigkeiten und Verzweigungen zeige: die Differential- 
gleichung die folgende Form haben muss: 

d^y 1 /'g-i(a?) rf"-'y ■ /'2(g^i)Cag) rf^-^y , /'(.-i)( g -i)(x) dy Acg-pCa?) ^ r. 

worin f^{x) eine ganze Function von x, die höchstens vom Grade s ist, und 
<p{x) das Producl: 

(oj— ö,)(a? — flb) . . . (ic — ö^) 
bezeichnet. 

Herr Fuchs fflhrt am Schluss df^r erwähnten Abhandlung ans, dass 

die Differentialgleichung der Gati^^'schen hypergeometrischen Reihe gewisser- 

massen eine Ausnahmestellung einnehme, indem er berechnet, dass bei allen 



*) L. Fuchs: „Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen^^ Bd. 66 dieses 
Journals, von § 4 bis zum Schluss^ Fortsetzung im 68. Bande. 
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höheren Ordnungen^ als die zweite^ eine vollständige Bestimmung der Con* 
stanlen durch die Exponenten allein unmöglich sei. Indessen ist zu herück- 
sichtigen, dass die Zahl der Bestimmungs- Gleichungen sich bedeutend erhöhLi 
.wenn man, wie oben geschehen, die Bedingung stellt, dass Reihenentwicklungen 
mit einer gewissen Zahl willkürlicher Constanten bestehen sollen. Es wird 
auf dieser Grundlage im Folgenden nachgewiesen, dass für eine beliebige 
Ordnung genau analoge Functionen zu der Gaussschen hypergeometrischen 
Reihe, oder vielmehr zum allgemeinen Integral der Differentialgleichung der- 
selben, exislircn. 

In den ersten Paragraphen der erwähnten Abhandlung giebt Herr Fuchs, 
im Anschluss au Entwicklungen von Riemaun, den allgemeinen Satz, dass 
bei einer linearen ÜilTerentialgleichung n^^^ Ordnung mit eindeutigen Goef- 
ilcienten die Integrale immer nur wie algebraische Functionen mehrdeutig sein 
können, gewisse Spezialfälle ausgenommen, wo Loirarilhmen auftreten. Für 
jeden singnlaren Punkt a existiren im Allgemeinen n partikuläre Integrale, 
welche nach Division mit einer Potenz vonx— a in der Umgebung des Punktes 
a eindeutig — aber im Allgemeinen nicht endlich — sind. Diese Integrale 
sind die Haupt-Integrale für den Punkt a; zu jedem derselben gehört, als 
eine charakteristische Constante, der Exponent der belrefTenden Potenz von 
x — a, durch welche das Integral behufs Erlangung eines eindeutigen Aus- 
drucks zu dividiren ist. Im vorliegenden Fall kann man für n—1 der Haupt- 
Integrale diesen Exponenten gleich Null setzen, weil dieselben an und für 
sich convergenl enlwickelbar sind. Da der Fall gleicher oder nur um ganze 
Zahlen verschiedener Exponenten grade derjenige ist, wo Logarithmen auf- 
treten können, so ist es wesentlich, zu bemerken, dass bei den hypergeome- 
Irischen Functionen das gleichartige Verhalten der n — 1 partikulären Integrale 
niemals eine logarithmische iMehrdeutigkeit zur Folge hat. 

Unter den Eigenschaften der hypergeometrischen Functionen ist in erster 
Linie hervorzuheben: 

da^s die hypergeometrischen Functionen einer beliebigen Ordnung durch 
bestimmte Integrale darstellbar sind. 

Die verschiedenen Zweige der Functionen n^^^ Ordnung sind gleich 
Integralen von der Form: 

Consl J^\u - a,)*'-" (m - o^)'''-* ...(«- a,y-'\u - x^'^du, 

g 
worin g und h je zwei der n+l Grössen a^^ (h^- - - o» und x bedeuten. Die 
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verschiedenen Werlhe von g und A üeben n wesentlich von einander ver- 
schiedene partikuläre Integrale der Differentialgleichung. Es sollen diese 
einzelnen bestimmten Integrale als hypergeometrische Integrale w***** Ordnung 
bezeichnet werden, wahrend der Name der hyperffeomelrischen Function dem 
allgemeinen^ // willkürliche Constanten enthaltenden Integrale bleibt. 

Die gestellten Bedingungen führen mit Nothwendigkeit zu der angege- 
benen Differentialgleichung. Indessen bleibt zu untersuchen übrig, ob auch 
das Umgekehrte gilt, und das Integral jenor Differentialgleichung immer 
da3 angeführte Verhalten an den «+1 singulären Punkten zeigt. Der Nach- 
weis, dass dies der Fall ist, soll in dem dritten Abschnitt geliefert werden. 
Im ersten Abschnitt wird die Differentialgleichung abgeleitet, und im zweiten 
die Integration derselben durch die bestimmten Integrale bewerkstelligt. Im 
dritten Abschnitt wird dann direct bewiesen, dass die erhaltenen bestimmten 
Integrale genau die gestellten Bedingungen erfüllen. Hieraus folgt, dass die 
beiden Definitionen der hypergeometrischen Functionen, einerseits durch die 
ünsteligkeits- und Verzweigungs- Bedingungen, andererseits durch die Dif- 
ferentialgleichung n^"^^ Ordnung, sich in allen Punkten decken. ' 

Im vierten Abschnitt werden Reihenentwicklungen hergestellt, und 
dabei gewisse eigenlhOmliche Beziehungen der Functionen n^^^ Ordnung zu 
denen w — 1^**^ Ordnung behandelt. Man erhält für eine grosse Anzahl von 
hypergeometrischen Integralen w^®^ Orrfw?iw^ Potenz -Entwicklungen, deren Coef- 
ßdenten, abgesehen von einem Binomialcoefficienten, der als Factor auftritt, 
wieder hypergeometrische Integrale n — i'''' Ordnung mit constantem Argument 
sind. Es ist bekannt, dass das bestimmte Integral, durch welches die Gauss'sche 
hypergeometrische Reihe dargestellt wird, in seiner Entwicklung nach Potenzen 
von X zu Coefficienten Euler sehe Integrale der ersten Art, die mit Binomial- 
coefficienten multiplicirt sind, hat. Letztere Integrale sind als das unterste 
Glied der hier betrachteten Stufenfolge von Functionen anzusehen. In der- 
selben Weise erhält man für hypergeometrische Integrale der dritten Ordnung 
Reihenentwicklungen, deren Coefficienten, abgesehen von einem Binomial- 
coefficienten, aus Gauss^schen hypergeometrischen Reihen, mit einem con- 
stanten Werth an Stelle des x, bestehen, und Entsprechendes gilt allgemein. 

Endlich sollen im fünften Abschnitt einige Gleichungen zwischen hyper- 
geometrischen Reihen n^^^ Ordnung mit verschiedenen Argumenten abgeleitet 
werden. Auf die hypergeometrischen Functionen n^^^ Ordnung lassen sich, 
da dieselben durch die Unstetigkeits« und Verzweigungs-Bedingungen bestimmt 
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sind, die Betrachtungen Riemanns vollständig übertragen, durch welche er 
die zuerst von Herrn Kummer gefundenen Relationen zwischen hypergeome- 
trischen Reihen in besonders einfacher Weise gewinnt. Es soll indessen in 
der nachstehenden Arbeit nur eine Klasse dieser Relationen berührt werden, 
nämlich diejenigen, welche zwischen gewissen Zweigen von hypergeometrischen 
Functionen derselben Variable x^ derselben Constanten aj, a^^ . . . a^, und mit 
Argumenten b^^ 62, . . . 6» und l, die um ganze Zahlen verschieden sind^ 
bestehen. Derartige Functionen heissen, entsprechend der Bezeichnung bei 
der 6au88^schen Reihe, angrenzende Functionen. Analog den linearen Glei- 
chungen, durch welche bei den Ealer'schen Integralen je zwei, bei den 
Gati^^'schen hypergeometrischen Reihen je drei angrenzende Functionen mit 
einander verbunden sind, erhält man das allgemeine Resultat, dctss bei den 
hypergeometrischen Functionen n^^^ Ordnung lineare homogene Gleichungen mit 
rationalen Coefßcienten zwischen je n-\-l angrenzenden Integralen bestehen. 
Dieser Satz ergiebt sich, mit Hülfe der erwähnten Beziehungen zwischen In- 
tegralen zweier aufeinander folgenden Ordnungen aus einer Eigenschaft der 
Differentialgleichungen von der Form: 

worin (pic{x) eine ganze Function k^^^ Grades bedeutet. 



I. 

Es soll mit dem Namen ,,hypergeometrische Function n^^^ Ordnung^^ 
und dem Symbol: 

"vfc, , 6,, ... 6«, iJ 

eine Function bezeichnet werden, welche die folgenden Eigenschaften hat: 

1) dieselbe soll das allgemeine Integral einer linearen Differential- 
gleichung n^^^ Ordnung sein; 

2) sie soll nur die «+1 Werthe Ö1, c^^ ... «^ und 00 zu singu- 
lären Punkten haben; 

3) für jeden endlichen singulären Punkt a^ soll sie in die Summe 
zweier Functionen zerlegbar sein, von denen die erste einer convergenten, 
die ganzen positiven Potenzen von x — ay enthaltenden Reihe mit will- 
kürlichen Constanten für die 1»— 1 ersten Coef&cienten gleich ist, während 
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die zweite durch Division mit der Potenz [x — Oy) *'^'^~ in der Umgebung 
des Punktes Oy eindeutig, endlich und von Null verschieden wird, und 
eine n^^ willkürliche Constante zum Factor hat; 

4) für den singulären Werlh x = oc soll sie in die Summe zweier 
Functionen zerlegbar sein, deren eine nach Division durch die Potenz 
a:^"' einer convergenlen, die negativen ganzen Potenzen von x enthal- 
tenden Reihe mit willkürlichen Conslanten für die n—\ ersten Coeffi- 
cienlen gleich ist, während die andere, welche die n^*" willkürliche Con- 
stante enthält, ebenfalls nach Division durch eine Potenz von x für alle 
hinreichend grossen Werthe des x eindeutig, endlich und von Null ver- 
schieden ist. 
Durch diese Bedingungen ist die Function vollständig bestimmt. 

Bei Aufsuchung der linearen Differentialgleichung ist in erster Reihe 
zu beachten, dass, nach der Definition, die Function weder bei den n end- 
lichen singulären Punkten, noch für den Werth x = oo andere als algebraische 
Unstetigkeiten und Verzweigungen zeigt. Es geht daraus hervor, wie Herr 
Fuchs bewiesen hat, dass die Differentialgleichung in der nachstehenden Form 
enthalten sein muss: 

d-y f„_,(x) d-'y /^>(n-i)(a:) rf"-^y A(n-i)(a?) d^-'y 

. .daf»"^ (fOc) rfa;»-^"^ (f'(x) rfa;'*-^ "^ ^ (^*(a;) da;-- *"^'" 

. fin-iHn-i)(ix^ dy /'„(^,)(a;) _ ^ 
"^ (p'*-\x') dx~^ (p-{x) y "" ^' 

worin f,{x) überall eine ganze Function, die höchstens vom Grade s ist, und 

(p{x) das Product: 

{x — tti) (a; — 02) . . . (a? — aj 
bedeutet. 

In diese Differentialgleichung führt man zunächst die Bedingung ein. 

dass für einen beliebigen singulären Punkt a^ ein Integral von der Form: 

tf = ^)+^ia?~a,)+/2(a;~a,)'+--- + /n-2(a?~aJ"--'+y„_i(a;~a,)"-'+--., 
wo y,„ ;^,, ... y^2 willkürliche Constanten sind, existiren soll. 
Man setzt für y und seine Ableitungen die Reihen ein: 

= &(&-l)...2.1.y,+ (Ä+l)&...3.2.y,^,(a:-.ö,) + ... 
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oder, wenn man die Bezeichnung der Binomialcoefficienten : 

anwendet : 

Der CoefBcient der «— A^^° Ableitung von y in Gleichung (1.\ "7^^ > ■> 

enthalt als Factor den reciproken Wcrth der Potenz {x — ayf. Den anderen 
für X = fl, endlich bleibenden Factor dieses Coefficienten nenne man Ä^ (x), 
so dass 

sei. Nach Einfahrung dieser Bezeichnung folgt aus dem Taylor schexi Satz: 
Setzt man die Reihen ein, so geht die Differentialgleichung (t.) aber in: 



•■I 



-K« - *)' tlJ^+ T:(l^-r +---j{^-*+(«-&+l).-^^^^^^ 



' " I (as - o,)-' ^ 1 . («-a,)"-» ^ i .2. (sr- o„)— » ^ H ' '^ ^*>''/ » ^^ **'''' ^ • 

= 0. 

Mihi hat nunmehr die Coefficienten der einzelnen Potenzen: 

(x— a^)~", (x— a,)"*"~", . . . (x— a,)~% . . . 

gleich Null zu setzen. Von den hieraus hervorgehenden Gleichungen sind 
die M—l urotcu lineor und homogen in Beziehung auf die Grössen ^'ut ^n • • • Yn-t', 
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sie müssen aber für willkürliche Werthe dieser »— 1 Grössen y bestehen, 
d. h., in jeder der aufgestellten n — l Gleichungen müssen die Coefficienlen 
der einzelnen y für sich verschwinden. Dies führt zu folgendem System 
von Bedingungen: 

RUa^) = 0, Ä,._,(a,) = 0, 

Das Bestehen dieser Gleichungen schliesst die logarithmischen Integrale aus, 
zu welchen man sonst durch die Annahme unendlich grosser Werthe für ein- 
zelne der willkürlichen Constanten gelangt. Man kann die Bedingungen dahin 
zusammenfassen, dass die Functionen ß„(a;), R,^i{x)^ ... Raix) bezüglich 
die Factoren (x— 0^)""^ (a:— 0^)"'% ... x—Oy enthalten, oder, was dasselbe 
ist. dass für k = 2. 3, ... n die ganze Function /*(„_!) (ic) durch (x — ay)*"' 
theilbar jst. Da diese Bedingung aber für jede der n Grössen a, stattfindet, 
so ist fk(n^iyix) durch: 

{(ar-ö,)(^-«2)...(a:-aJK-* = {(p(x)y-' 
theilbar. Der übrigbleibende Faktor ist von der Ordnung: 

Ä(ii~l)~«(ft~l) = n-k, 
und man hat: 

wo (Pn^kix) eine ganze Function von x des i» — /r^«° Grades bezeichnet. Der 
Coefficient von ^^ ist daher ^*~* y * Bei den ganzen Functionen /;._,(a?) 

und (p{x) ändert man, der Symmetrie halber, die Bezeichnung in (pn-i{x) 

und (fnix): 

/Ui (x) = 9)._, (ot), (p {x) = (p, {x) , 

wodurch, nach Multiplication mit (pn{x), die Gleichung (1.) in folgende Dif- 
ferentialgleichung übergeht : 



328 Pochhammer, über hypergeometrische Functionen höherer Ordnung. 

Man hat somit folgenden Satz: 

Stellt tnan an eine lineare Differentialgleichung n^"^^ Ordnung mit n 
endlichen singulären Punkten die Anforderung: 

1) dass die Integrale derselben stets nur algebraische ünsteligkeiten 
und Verzweiifungen haben; 

2) dass für jeden endlichen singulären Punkt a^ eine die positiven 
Potenzen von x — a^ enthaltende Reihe, bei welcher die Coefficienten 
von X— öy, [x—a^f^ ... (a:— a,.)""^ und das von x—a^ unabhängige Glied 
willkürliche Constanten sind, derselben genüge, 

so hat die Differentialgleichung die Form : 

worin (f^ix) eine ganze Function /r^^" Grades, für /r = 1, 2, . . . n, und 9,, 
eine Constante bezeichnet. 

Die Urakehrung ist bei diesem Theorem ebenso wenig wie bei dem 
des Herrn Ft^c/is erlaubt, da die Gleichung noch logarithmische Integrale ent- 
hält: es kommen hier speciell die logarithmischen ünsteligkeiten für x = oc 
in Betracht. 

31an kann dem Satze noch eine andere Form geben, welche sich auf 
das Gebiet eines einzelnen singulären Punktes beschränkt. Herr Fuchs zeigt 
(in der Fortsetzung der erwähnten Abhandlung), dass die Forderung der al- 
gebraischen Unstetigkeit und Verzweigung sämmtlicher Integrale in der Um- 
gehung eines singulären Punktes a zu einer Differentialgleichung: 

+ ix-a)E^^,{x)^ + E,^{x)y = 

führt, in welcher £1, £29 • • • £« Functionen bedeuten, die in der Umgebung 
von a eindeutig, stetig und endlich sind. Analog findet man, dass: 

wenn eine Differentialgleichung n^^ Ordnung in der Umgebung 
eines singulären Punktes a ein Integral, dessen convergente Reihenent- 
wicklung nur positive Potenzen von x—a und willkürliche Constanten 
für die n--i ersten Coefficienten enthält, und ausserdem ein Integral 
mit nicht anderer als algebraischer Unstetigkeit und Verzweigung haben 
soll: die Differentialgleichung von der Gestalt: 
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sein muss , wo £x , £2 ? . . . £« Functionen , die in der Umgebung des 
Punktes a eindeutig, stetig und endlich sind, bedeuten. 

Es dürfen also, wenn man den Factor von ^^ gleich Eins macht, 

die CoefGcienten der Differentialgleichung für x = a nur so wie {x — a)~^ 
unendlich werden. 

Zur weiteren Bestimmung der hypergeometrischen Function stellt man 
an die Differentialgleichung (2.) die Forderung, dass ein Integral existire, 
welches nach Division durch a^ * einer nur negative Potenzen von x ent- 
haltenden Reihe mit n — i willkürlichen Constanten gleich sei. Man zieht es 
vor, in der Gleichung (2.) das Zeichen abwechseln zu lassen, und geht daher 
von der Gleichung aus: 

+(-l)-V(x)^+.-+(-l)-V.(a5)g+(-l)"«jPoy = 0, 

worin : 

zu nehmen ist. 

Man setze: 

(5.) x=Y'> y^^^'v; 

dann hat t], als Function von t, für den singulären Punkt t=0 genau die- 
selben Bedingungen zu erfüllen, wie die Function y für x = ay. Die Dif- 
ferentialgleichung zwischen tj und t muss folglich die Form der Gleichung 
(3.) haben. 

(Pk(x) Avird gleich -jr ^*i ^^ durch T* die ganze Function: 

bezeichnet wird, und T^ (gleich 9)0) constant ist. 

Wenn x = — ist, so besteht, nach der Formel für höhere Differential- 
quotienten, die Gleichung: 

also für y = x^-'i? = **"^i? folgt: 
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Durch Einfahrung dieses Werthes werden alle Summanden der Gleichung (4.) 
positiv, indem der Factor (—1)* sich forthebt. Die Differentialgleichung 
zwischen 77 und t wird: 

"- 57, +"-! df^i +'" + "* di' +-+<il ^i— +^"^ ^ - "• 

Man entwickelt die Differentialquotienlen der Producte und erhält: 

4-(-ir(ÄUA-Ä+»'-i).»'!/*-''-'$^+--- 

+ (-l)*-'lÄ),_.(i-2)»_,(Ä-lj!/'-^^ + (-l)*(ÄMX-l),*!r^i?. 

Man setzt ein, multiplicirt die ganze Gleichung mit t^~^ und Fassl die Glieder 
mit gleichen Ableitungen zusammen. Es ergiebt sich: 

worin F„{t) die folgende ganze Function n^^^ Grades bezeichnet: 



(-ir'(^-&--i)_,(«-Ä)!(ii),r. 

(7.) F,(/) = j+C-ir~*'^(A-&-l)„_,_.(n-Ä-l)!(i*-l)*r_i + -- 

i+(-iy-^(A-Ä-i),_,(f-Ä)!(i),r,+...-(i-Ä^i),^ 

Die Differentialgleichung (6.) soll die Form der Gleichung (3.) haben; 
der nach Division mit dem Coefficienten der höchsten Ableitung als Factor 
auftretende Quotient: 

darf für t=0 nur wie die Potenz r^ unendlich werden. Da nun für < = die 
Function F.(<), welche mit T, identisch ist, gleich Eins wird: so folgt, dass 
die Function Fjt(0 den Factor r~*~* enthalten muss. Hieraus ergeben sich 
die Gleichungen: 

(8.) F*(0) = o, F,(0) = o, f;(0) = o, ... n-*-'KO) = o 

für Ä = 0, 1, 2, ... («-2). 

Die Functionen F^(/) und F^i{t) werden durch die gestellten Be- 
dingungen nicht beschränkt. 
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Aus (8.) ansteht, wenn fär k die verschiedenen Werthe eingesetzt 
werden^ das Gleichungssystem: 

' F«-.(0) = 0, 

F,_4(0) = 0, FUO) =. 0, F:U0) = 0, 
(9.) 

' F,{0) = 0, f; (0) = 0, f; (O) = o, . . . f,<-*-^>(0) = o, 

F,iO) = o, FUO) = o, f:,'{0) = o, •.. Frr'\o) = o. 

Durch diese Gleichungen werden sämmtliche Constanten der Differential- 
gleichung bis auf die 2n-i-l Grössen Oi, 6,,...a,, fr» und l^ welche zum 
Argument der hypergeomelrischen Function gehören, bestimmt. Die Grössen 
tti^ bi^ . . . a„, bn hängen von den Constanten der beiden ersten Coefficienten 
der Gleichung (4.), (pn{x) und (p^^i{x\ ab. Alle andern Constanten c^2,«-2, 
c„_2,n-3 9 • • '^0,0 9 welche in 9>,_2(a;), y«_3(x), . . . q>i{x\ (fy^ vorkommen, sind 
durch das Gleichungssystem (9.) als Functionen von Oi, 6/, ...a»? fr«, ^ 
gegeben. 

Die Zahl der Constanten in (pn^2{p^)^ ^»-3(^)9 •••^1(^)9 %) ist zu- 
sammen: (ii-l) + (»-2) + -+2+l = '^^\~2^ ' Die Zahl der in (9.) vor- 

handenen Gleichungen ist in der That auch: 1+2+3H Kn— 1) = \ 2 -^ 

so dass die Gleichungen zur Bestimmung der Constanten grade ausreichen. 

Unter den Gleichungen (9.) sind zunächst n— 1 anzuführen, in denen 
die Functionen F* selbst vorkomnien: 

= F..2(0) = F„.3(0) = ... = F, (0) = Fo(0). 
Diese enthalten nur c„^», c»_i^„_i, c„^2,«-2 9 •.. ^1,1, c„ü, die Coefficienten der 
höchsten Potenzen in <Pn{^\ y»_i(a?), (f'n-2{^\ .• 9^1 (^)^ Vo^ da alle andern 
Constanten in T,(0), r^i(0), T^o(0), ... Ti(0), 7^^ fortgefallen sind. Von 
den n+i Grössen werden n — i bestimmt; die beiden zu y„(a?) und y«_i(a?) 
gehörenden Constanten c.^. und c„_,,.^, bleiben unbeschränkt. 

Die Gleichungen, deren linke Seiten gleich den ^^^ Ableitungen der 
Functionen Fk{t) für< = sind: 

(10.) = F^l,,(0) = Fi^),«3(0) = ... = F/^>(0) = f;f^>(0), 

1 

enthalten nur die Constanten c^,»-^, Cn-i,»-^-i9 c;^2,»-^-2 9 ••• ^^,0- Die Zahl 
dieser Constanten, bei denen der zweite Index immer nm fi kleiner ist, als 
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der erste, ist gleich n— /i^-l, die Zahl der Gleichungen gleich «— ^ti— 1 ; man 
findet daher alle andern Coefficienten c^ ^-a« ^^^ Functionen der beiden ersten, 
c„,»-^ und c„_,„_^.i. 

Zur Bestimmung der Constanten c^a-f* soll die Methode angewendet 
werden, dass man das Gleichungssystem (10.) in ein anderes transformirt, von 
der Beschaffenheit, dass in der ersten Gleichung nur eine Unbekannte, in der 
zweiten zwei, allgemein in der k^^ k Unbekannte enthalten sind, und zwar 
in jeder folgenden Gleichung nur eine neue Unbekannte ausser den früheren. 
In dem transformirten System lässt sich die Elimination mit der grössten 
Leichtigkeit ausführen. Für die höchsten Coefficienten c.^,, c^i,»_i, ... c^^o 
liefern schon die Gleichungen (9.) ein System von der gewünschten Form. 

Man bewerkstelligt die Transformation der Gleichungen (10.), indem 
man die nachstehende Gleichung: 

iiy),., Fi'-KO) + (x-l }. 1 ! ,y-l )^_. Fi^KO) + (i-1 ), 2 ! (r- 2)^_.FnO) + • • • 
(1 1 .) !+ (^-1 )t& ! {y~h),-,Fj^\0) +•••+ (A-1 ),_^+.(»'-A*+l ) I {fi-\ )^_. F^i),^, (0) 

= 

bildet, für Werihe des 1/ = //.— 1, /*, /u+1, ... «—3. Die Indices der ein- 
geklammerten Constanten zeigen Qberall Binomialcoefficienten an. 

Die erste der so zusammengesetzten Gleichongen, fQr v=^fi—\y ist: 

F„t">(0) = 0, 
die zweite, für v = u: 

•iO^-i^f''nO)+(i-l).lIC^-l)^-iF/^KO) = 0, 

jede folgende enthält eine Function Fi,{() mehr. 

Nach Einsetzung der aus (7.) folgenden Werthe für die Grössen Fj^^iß) 
erhält man in der Gleichung (11.) den nachstehenden Ausdruck als Coef- 
ficienten von c«^«_^: 

1) wenn a<y-^ + l ist: (-l)«(i-l)„a! Ü" (-l)*(«)*(^-*V-i, 

2) wenn a>y-,tt + l ist: {~\y{X-\\a\^''^\-\)\a\{v-k)^_,. 

Im ersteren Fall ist der Coefficient von c,^_i^ immer gleich Null, wie 
sich ergiebt, wenn man (v— Ar)^_i nach der Formel: 

(P + ?). = (p). + (p)^i(9)i+(p).^2(g)j +•••+(?). 
entwickelt, und die für a>>/^ geltende Gleichung: 
(«)i - («)» 05+ 1 )i + («), (/?+2), - (0)4 (/S+3), +...+(-!)«-» («). (/J+o-1)^. = 
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anwendet. Zunächst folgt also, dassdie Grössen c^,««^, bei denen a < y— .ü-f 1 
ist, in der Gleichung (11.) nicht vorkommen. 

Im zweiten Fall führt der Umstand, dass die Summe unverändert bleibt, 
wenn a^ u, v um dieselbe ganze Zahl verringert werden, zu der Gleichung: 

und da der letzterhaltenc Binomialcoerficient auch verschwindet, sobald a-S^v 
ist, so bleiben in der Gleichung (11.) nur die Grössen c.,.„_^ für a > k 
Der Coef&cienl derselben ist: 

Auf diese Weise gewinnt Gleichung (11.) die Gestalt: 

(-1)- "-'(A-l),«! («-tt),_„_.c„,._„ 

(12 ) = ;+(-*)""''"'(^-^)'-'(«-l)'(»--'*-*V— ^«■--/'-• + -- 

1+ (-1)-'-' (^-1 )„ « ! ia-At)„_,_, c.,.„_^ + • • • 

— (A-l),+5(r+2)l(>'-u+2),c,+o^^_^^j+(X-l),+,(»'+l)!c,+,,,,_„+,. 

Um den Werth eines beliebigen Coefficienlen c^,*-^ zu finden, wendet 
man die Gleichung (12.) für j/ = «-3, « — 4, ... k—\ an: 

(A-l),n! («-Ac...-/,-(^-l )»-i (n-l)l («-,"-l).c._K,-.„_,+(A-l ),-2(«-2)Ic._,,,_^_, 

= 0, 

-(^-l).tt!(»-^)3C.,._^+(^-l)«-i(«-l)K«-.«-l)2C«-i,»-^-i 

-(^-l).-,(«-2)!(«-^-2>. c._,,._,„_,+ (i-l).-3(o-3)!c,_3.._^_3 = 0, 



(_l)-»(i_l)^„!(„_„)_^c^_^^....4.(i_l)^Alc^^^^ = 0. 

Indem man diese Gleichungen bezfiglicb mit («—, u— 2)^i_2, («—;«— 3)„_i_j , . . . 
{k—(i\ = 1 multiplicirt und addirt, werden alle Grössen c mit Ausnahme von 
Ck,k-f,, c,^,-^ und c^,,,_^_, eliminirt, und zwischen den drei letzteren ergiebt 
sich die Relation: 

(13) ! *'*•*"'' ^ ~ ^^~*~^ )»-* (**"*) ' (»-/*)-* («-Ä-1 )i c^,_„ 

) +iX~k-i )_»_, (1,-Ä-l ) ! («-^-1 )_»_. c^,._^, . 
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Die Gleichung (13.) enthält die vollständige Lösung des Gleichungs- 
systems (9.). Das Resultat lässt sich in einfacherer Form darstellen, wenn 
man die Bezeichnung der Function n—V^^ Grades etwas ändert. Man setze: 

wo 

(p,{x) = (p(x) = x'' + A,x''-' + A,x''-'' + "'+A,_iX + A,, 

ist. Da für c,,„_^ dann A^ und für c,_,„_^_, die Summe: 

{X-n){n-'U)A, + B, 
einzusetzen ist, so geht die Gleichung (13.) über in: 

(14) ) ""^''"^ ^ 

'^ \ (i^k-i )_, {n-k) ! (n--u\^,A^+ (A-Ä-l )_,.,(w-Ä-l ) ! («-u-l ),_,^,J5^. 

Man erkennt nunmehr ohne Schwierigkeit das Bildungsgesetz der Coef- 
ficienten der gesuchten Differentialgleichung. Die Function (pk{x) ergiebt sich 
gleich der Summe zweier Ableitungen der Functionen (p{x) und V'(^)^ multi- 
plicirt mit je einem Binomialcoefficienten ; aus der Gleichung (14.) folgt: 

(15.) (p,{x) = (A-Ä-l)._,y^»-*\x) + (i~Ä-l)_,,,t^^-*-'>(a^). 

Die für die hypergeometrische Function aufgestellten Bedingungen geben 
also der Gleichung (4.) die Gestalt: 

I = 0, 

worin (p{x) und rpix) ganze Functionen vom n^^^ und n—l^®" Grade bedeuten. 
Die Function (p{x) hat die endlichen singuläreu Punkte zu Wurzeln; 
die Gleichung: 

(17.) (p{x) = (x--ai)(a; — ö>)...(a:— a«) 

bestimmt daher die Constanten von (p{x) vollständig. Es bleib\ nur noch 
übrig, nachzuweisen, wie die Constanten der Function ^/(x) von den gegebenen 
Werthen abhängen. Man findet, dass: 

(1,8.) m = Ar+z^+-+ '■ 



(p(jx) X — a, X — a, x—iin 

sein muss. 

Zu diesem Resultat führt die in der Definition aufgestellte Bedingung, 
dass die Differentialgleichung ein partikuläres Integral haben soll, welches nach, 
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Division durch ( j?— a^V'^^^""* in der Umgebung von üy eindeutig, endlich und 
von Null verschieden ist. Man setzt in Gleichung (16.): 

und 

V = Yi^+Yl{X''ay)^-Y•^{x-ayf+y:i{x-ayf^ 

Durch Multiplication mit (ir— a,,)""^"'""^ entfernt man die gebrochenen und ne- 
gativen Exponenten, und hat dann das constante Glied und die CoeHicienten 
der verschiedenen Potenzen von x—üy einzeln gleich Null zu nehmen. Das 
constante Glied, zu dem nur die beiden höchsten Ableitungen von y beitragen, 
giebt, weil ;'„ nicht verschwinden darf, die Bedingung: 

oder, da v\^y)^[§^\,^„^^ »st, die folgende: 

by = l^^x-^ay)] 
Man erkennt hieraus ohne Weiteres, dass die Grössen by die Zähler der 

xlj Cx^ 

Partialbruchzerlegung von -^-^-4 sind, und es ist somit die Gleichung (18.) 

bewiesen. 

Durch die vorhergehenden Entwicklungen ist in aller Strenge die Dif- 
ferentialgleichung (16.), in welcher q){x) und ip{x) die in (17.) und (18.) 
angegebenen Werthe haben, als diejenige Differentialgleichung hergeleitet 
worden, welcher die am Anfang definirte hypergeometrische Function 

"^»(ft' 6*' 6*1) ff^'^*?®*^ muss. Es soll nun umgekehrt bewiesen werden, 

dass die gefundene Differentialgleichung (16.) ausreichend ist, die hypergeo- 
metrische Function zu bestimmen, indem das allgemeine Integral derselben genau 
diejenigen Eigenschaften hat, durch welche die hypergeometrische Function 
definirt worden ist. 

Die Differentialgleichung (16.) erlaubt eine Integration in geschlossener 
Form; man findet bestimmte Integrale, sehr ähnlich dem der Gauss'schen hyper- 
geometrischen Reihe, als partikulare Lösungen. An diesen* bestimmten Integralen 
kann man direct die von der hypergeometrischen Function geforderte Art der 
Verzweigung nachweisen. 
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II. 

Man inlegrirl die abgeleitete Differentialgleichung n^^^ Ordnung, welche 
kurz als hypergeometrische Differentialgleichung bezeichnet werden möge, durch 
ein für y eingeführtes bestimmtes Inle<,^ral Dasselbe enthält x als Parameter 
und ausserdem eine von x unabhängige, unbestimmt gelassene Function, über 
welche — nach dem Vorgang von Euler und Jacobi*) — derartig verfügt 
wird^ dass die unter dem Integralzeichen stehende Grösse ein vollständiges 
Differential wird. Durch Ausfulirung der Integration in Bezug auf die Va- 
riable des bestimmten Integrals geht die Differentialgleichung in eine gewöhn- 
liche Gleichung über. 

Bei der Darstellung der hypcrgeomelrischen Function durch bestimmte 
Inlegrale sind die Werthgebiete der Constanten einzuschränken. Im Folgenden 
werden die Constanten 6|, 62, ... 6« grösser als 1, die Constante l grösser 
als n vorausgesetzt werden. Es findet hier etwas Aehnliches statt, wie bei 
der Gammafunction, deren Darstellung als bestimmtes Integral für alle ne- 
gativen Argumente divergirl, während ihr Werth nur für die negativen ganzen 
Zahlen unendlich wird. Die Beschränkungen von 6|, 62, ... 6« und l lassen 
sich später wieder beseitigen, indem sowohl Reductionsformeln zu Hülfe ge- 
nommen werden können, als auch die Reihenentwicklungen für mehr Vl^erthe 
convergent sind, als die bestimmten Integrale. 

Die hypergeometrische Differentialgleichung lautet: - 



wenn 



(p{x) = (o?— öj) (0^ — 02)... (a?—öj 
\ = x^+A^x^^-' + '-^+A^^^x + A^, 



(2.) ( v^ ^ b b bn 



zu nehmen ist. 

Man setze: 



tff{x) = Äüa^""'* + ß|ir"~'+-- + Ä^2a? + Ä^i 



(3.) y ^ J^V{u-xf'Uu, 



g 

*) Ctr. Jacobi „Untersuchungen über die Differentialgleichung der hypergeo- 
metrischen Reihe^ im 56. Bande dieses Journals. 
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WO U eine Function von u allein, g constant, und h entweder constant oder 
gleich X sein soll. 
Dann folgt: 

= (-l)*/V(i-l)(A-2)...(Ä-Ä)(«-x)»-»-'rf«. 

g 

Für constante Grenzen ergiebt sich dies ohne Weiteres. Aber auch wenn 
k=^x ist, verschwindet in 






der zweite Summandus wegen des Factors (w— a:)^~\ und in derselben Weise 
wird, weil iL >> n ist, bei allen n Differentialquotienten das von der variablen 
oberen Grenze herrührende Glied identisch gleich Null. 

Durch Einsetzung obiger Ausdrücke nimmt, nach Unterdrückung des ge- 
meinsamen Factors (—1)% die Differentialgleichung (1.) die folgende Form an: 

/ (i-1) (i-2) . . . (>L-n) y ix) (fi-x)^— ' 

•/ ^+(^-l)...(^-Ä)><[(i-Ä-l)_,<p<-*>(a?) + (i-Ä-l^ 

= 0. 
Der Factor 

(;l-1)(;l-2)...(a««+1) 

kommt bei sfimmtlichen Summanden vor, da 

^X-Ä-l)^, - ~" 1.2. ..(n-*) ' 

gesetzt ist. Hebt man denselben heraus, so bleibt, abgesehen von ganzzäh- 
ligen Factoren, nur noch ^— n übrig, womit ^^(a:) und seine Ableitungen mul- 
tiplicirt sind. Man trennt ferner die Glieder, in welchen (p(x) vorkommt, von 
denen, welche '^{x) enthalten, und gelangt somit zu der folgenden Gleichung: 

P V(}.^n){^u^x)'---'\q>{x)^<f\x)'^ 
e 

s 
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Es ist leicht zu sehen, dass die beiden in den Klammern enthaltenen 
Summen durch Anwendung des Taylorschen Satzes, da (p{x) und V^(a^) gamse 
Functionen des n*®° und n—V^^ Grades sind, in (p{u) und y/{u) flbergehen. 
Auf diese Weise ergiebt sich: 

ff 
und es ist jetzt leicht, U so zu bestimmen, dass die Integration nach u aus- 
geführt werden kann. 

Bezeichnet V eine Function von u, so ist: 

Um also in obiger Gleichung den Ausdruck hinter dem Integralzeichen auf 
diese Form zu bringen, hat man nur zu setzen: 

( U<p{u) = K, 

(4-) \„ r ^ dV 

woraus folgt: 

V 9)(m) Lm— a, tt— o, «— OiiJ 

logF = ft,log(a-o,) + 62log(«-a,)H \- b,\og (u — a,) , 



also 



,g . . F = («-ax)*'(«-fl,)*'...(«-a>, 

' U = («- o,)*'-' («- o,)*«-» . . . (u-a.f'-K 



Nachdem U so als Function von u bestimmt worden ist, erhält man 
aas der Gleichung (1.) schliesslich: 

* d 



/ -^[»'(«-^)'~"]''« = 



g 

oder 

= 0. 

Dieser Gleichung geschieht, da 6|, 629 • • • ^i. und l—n nach der Voraus- 
setzung positiv sind. Genüge, sobald für g und h zwei der n-f 1 Werthe 
O], 02, . . . a«^ o: genommen werden. Es ergeben sich also, wenn man durch 
/^ und V zwei beliebige ganze Zahlen aus der Reihe 1, 2, ... n bezeichnet, 
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die partikolfiren Integrale: 



. [y =y*%-aO'-H•^--«2)'•-^..(fl-•ö.)'•"^«-a:y-' 



du 



V 



(6.) \ und 

y =y^"(ll-fl|)*-Hll-02)'•-^..(ll-öJ*--'(ll-a:y-^rff|, 



Oy 



wodurch die Differentialgleichung (1.) vollständig integrirt ist. 

Die Grenzen der bestimmten Integrale Oi , ... a« und x sind, wie bei 
den Perioden der Abdschen Integrale, die Verzweigungspunkte der zu in- 
tegrirenden Function. Es sollen diese partikulären Integrale, welche Zweige 
der allgemeinen hypergeometrischen Function darstellen, als hypergeometrische 
Integrale bezeichnet werden. 



lU. 

Es ist nun zu beweisen, dass das allgemeine Integral der behandelten 
Differentialgleichung gerade dasjenige Verhalten an den singulfiren Punkten 
zeigt, welches bei der Definition der hypergeometrischen Function festgesetzt 
worden ist. 

Für die Umgebung jedes endlichen singulären Punktes a^ soll ein con- 
vergent entwickelbares Integral mit n— 1 willkärlichen Constanten und ein 
anderes partikuläres Integral, das sich wie die Potenz {x—a^^^^^"^ verhält, 
vorhanden sein. Der Beweis, dass dies der Fall ist, ergiebt sich daraus, dass 
je n— 1 verschiedene Integrale, die endlich und eindeutig sind, existiren; denn 
diese liefern zusammen eine convergente, nach positiven Potenzen von x—üy 
fortschreitende Reihe, deren n— 1 erste Coefficienten willkürliche Constanten 
sind. Ebenso zeigt man, dass n— 1 verschiedene Integrale nach Division durch 
flD^"* convergente fallende Reihen geben, wodurch die Bedingung für a: = oo 
erfüllt ist. Die n^^° Integrale werden direct in der gesuchten Gestalt erhalten. 

Die Convergenz der Reihenentwicklungen folgert man überall aus der 
Eindeutigkeit und Endlichkeit der partikulären Integrale, nach dem Satze, dass 
jede Function in dem Gebiete, wo sie endlich und eindeutig ist, con vergent 
entwickelt werden kann. Die Fälle, in denen nachgewiesen werden muss, dass 
die partikulären Integrale von Null verschieden sind, werden durch den näch- 
sten Abschnitt erledigt, wo die Reihenentwicklungen selbst gegeben werden. 

43» 
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>je Greazen der bestimmten Integrale nach u sind je zwei der ii+l 
i^r-risstfa tf^. «:•... o. und x. Es zeigt sich, dass in der Umgebung eines 
souni^.'va Punktes a^ immer diejenigen Integrale, welche Oy nicht* als Grenze 
«allsten, eindeutig und endlich sind; die Grenzen a, und x liefern dagegen 
djEf mehrdeutige Integral, das nach Division durch {x—OrY*''^^''^ eindeutig und 
endlich wird. Für die Entwicklung nach fallenden Potenzen von x gehören 
die M— 1 Integrale mit constanten Grenzen zusammen, und der zweite Ex- 
ponent kommt nur, wenn man x zur Grenze nimmt, yor. 

Die verschiedenen partikulfiren Integrale sollen im Folgenden durch In- 
dices bezeichnet werden, indem man setzt: 



"f* 



Vr =y*'(««- fli)''"V««-02)''"*. . . («-«.)'•"'(« -a:/-* du. 



Oy 



,,, = (..-,,,"/'5;(,-f^r (.-|E^)'-X 



Die Integrale y^^^ werden durch die Substitution: 
auf die Grenzen und 1 gebracht; es ergiebt sich dann: 

wo 

gesetzt ist Man bemerke, dass unter den n ersten Factbren stets eine Potenz 
von V und eine Potenz von «—1 vorkommt. Man erh&lt z. B. für yj^,: 

(^_,.,«/'V(.-«)-(^^r...(.-^r(.-i3:r*- 

Die Integrale i/y nehmen die Grenzen und 1 durch die Substitution : 

tf = (of— ay)€+ÖK 
an; sie erhallen dann die folgende Gestalt: 

y, .= A;(x-a.)^•^'-y"r^-Cr-l/-/7,.>(^=^t,-ly'"'d^, 

(T=i,2,...(»-l),Cv+l),...n) 

WO K, dio Constanle: 

(«,- o,)'^-' (.«»,-«.)'•-' . . . (a.-i-a,)""-»-' (a,+,-a,)''''+'-*. . . (a.-a,)*-"» 
bii(l(tul0l. K» int I. B. y, : 
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yi = Ä,(a;-a,)*-+^-y c*'-'(c-l)^-' 



I) 

Man behandelt zunächst die Integrale y^^^, von denen zu beweisen ist, 
das9 sie fOr das Bereich eines* singulären Punktes a^ eindeutig und endlich 
sind, sobald k weder /m noch v ist. Die Endlichkeit erhellt ohne Weiteres, 
sowohl bei diesen, als bei den andern Integralen, da 61— 1, ... 6,--l, iL— 1 
als positiv vorausgesetzt sind, und man folglich eine überall endliche Function 
zwischen endlichen Grenzen zu integriren hat. Um auf die Eindeutigkeit zu 
prüfen, lässt man die Variable x in der imaginären Ebene eine kleine ge- 
schlossene Curve um den Punkt ük beschreiben; kommt die Function genau 
mit dem früheren Werthe zurück, so ist sie eindeutig. Man nimmt demnach 
X in der Nähe von ajt an und bezeichnet die Coordinaten der kleinen ge- 
schlossenen Curve durch x+dx. Es sei: x = Si+i§2^ wo Si und ^2 reell, 
und dx = d§i+id§2' Der Punkt x gilt hierbei als festet Ausgangspunkt; das 
Verhältniss von d§i und ^§2 zu einander giebt die Form der kleinen Curve. 

Das betrachtete Integral: 



"f* 



in welchem nur der letzte Factor (11 —a?)^*"* variabel ist, löst man für den vor- 
liegenden Zweck in seine Elemente auf, und zeigt, dass jedes einzelne Ele- 
ment eindeutig ist. 

Wenn x eine kleine Curve um den Punkt a^ durchläuft, so beschreibt 
die Differenz x—u eine congruente Curve, die von der ersteren um die 
Werthe des u entfernt ist. Nur in dem Falle, wo die Curve des x—u den 
Nullpunkt einschliesst, kommt die Potenz (o:— «y"* und ebenso {u—xY"^ mit 
einem andern als dem ursprünglichen Werthe zurück. Es ist nun leicht zu 
sehen, dass wenn x fortwährend von a^ nur wenig verschieden ist, während 
u einen Werth zwischen a^ und Oy hat, man die Curve der Differenz x—u 
stets in endlicher Entfernung vom Nullpunkt halten kann. Denn selbst für den 
Fall, dass a^ zwischen a^ und Oy liegt, braucht man nur die Integrationscurve 
des u so zu wählen, dass der Punkt a^ umgangen wird. Beschreibt also x 
eine kleine Curve um den Punkt ajt^ so bleiben alle Elemente: 

des Integrals y^,^ eindeutig; folglich ist das Integral selbst eindeutig. 
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Die Function y^ fand man gleich dem Ausdruck: 
y. = /r*(a:-a»)**+^-/'r**-'(f,-l)^-77(,,(^r-iy'" rfr, 

u r * 

(r = l,2,...(Är-l),(Är+l),...n) 

in welchem die Potenz (a:— 04)**+^""* vor das bestimmte Integral getreten ist. 
Man erkennt unmittelbar, dass letzteres eindeutig bleibt, wenn x den Punkt a« 
umkreist. Denn da x—at eine kleine Grösse ist, und r die Einheit nicht Aber- 
steigt, so ist der Subtrahendus 1 fiberall weit grösser als der Hinoendus 

"" * f?, so dass die DiiTerenzen ^""^^ v — i sämmtlich von Null um end- 



Oj — o* Oj — at 

liehe Werthe verschieden bleiben. Es ist also jedes Element: 

und folglich jenes bestimmte Integral selbst im Bereich des Punktes at eindeutig. 
Hieraus geht hervor, dass die Function y^ nach Division durch (aj— a*)**^^""* 
eindeutig und endlich wird. 

Fflr den Punkt a^ ist schliesslich noch die Eindeutigkeit des Integrals y^: 



Oy 



wenn v von Ar verschieden ist, nachzuweisen. Wenn x die kleine Curve mit 
den Coordinaten x+dx um den Punkt Oi. beschreibt, variirt tfy in doppelter 
Weise, indem einerseits der Factor (w — o:)^"', andererseits die obere Grenze 
von X abhängen. Die von der oberen Grenze herrührende Variation ist aber 
identisch gleich Null, weswegen j/y ähnlich wie die Integrale mit constanter 
Grenze behandelt werden kann. Man hat: 

oder, wenn man die Regeln über das Differentiiren bestimmter Integrale an- 
wendet : 

^yy = 



Oy 



Der zweite Summandus verschwindet durch den Factor (tf— a^)^~', und man 
erhält daher das Increment von y^ dadurch, dass man ausschliesslich in 
(«I— a;)^~* die Werthe x^dx für x einsetzt, dagegen die obere Grenze un- 
verändert gleich dem Ausgangswerth x lässt. Indem man nun wieder das 
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Integfral in seine Elemente auflöst, ist es nicht schwer, zu beweisen, dass 
jedes einzelne Element eindeutig ist. Der Einfachheit halber denke man sich 
X auf der Verbindungslinie von a^ und aj, liegend, in welchem Falle man 
gradlinig von x bis Oy integriren kann. Umkreist dann x den Punkt Ok, so 
bleibt die congruente kleine Curve der Differenz x—u, wenn u einen Werth 
zwischen x und Gy hat, stets ausserhalb des Nullpunktes mit einziger Ausnahme 
des ersten Elements, dessen Cm\e türu = x vom Nullpunkt selbst ausgeht 
und dahin zurflckkehrt. Dieses eine Element ist jedoch bei seinem Ausgangs- 
und Rfickkehrpunkte wegen des Factors {u—xY~^ identisch Null. Es kommen 
also auch in t/y sämmtliche Elemente nach Umkreisung des Punktes Ok mit 
dem ursprünglichen Werthe wieder an ; folglich ist j/y im Bereich von a^ ein- 
deutig. Liegt X nicht grade in der Verbindungslinie von Oy und a^^ so hat 
man, um dieselbe Schlussfolgerung anwenden zu können, nur in der Inte- 
grationscurve des u den Punkt o* genügend zu umgehen. 

Aus dem Gesagten geht hervor, dass alle Integrale y^^y und t/y für den 
Punkt a^ eindeutig und endlich sind, sobald /ti und y von k verschieden sind, 
während yt nach Division durch die Potenz {x—aiY^'^^^^ eindeutig und endlich 
wird. Es bleibt der singulare Werth x = oo übrig, für den bewiesen wird, 
dass alle Integrale . y^,^ nach Division durch x^^^ endlich und eindeutig sind. 

Schreibt man y^,^: 

y^., = x»-'/"°''(«_«,)*'-...(«-fl,)'--<^-l)'"'d«. 



'f 



so sieht man unmittelbar, dass wenn x einen Kreis um den Anfangspnnkt mit 

genügend grossem Radius beschreibt, die Curve der Differenz f— — l} fttr 

alle Werthe des u in der Nähe des Punktes (—1), also in endlicher Entfer- 
nung vom Nullpunkt bleibt. Aus der Eindeutigkeit und Endlichkeit aller Ele- 
mente des obigen bestimmten Integrals folgt die Eindeutigkeit und Endlichkeit 
des Products: y^^^a?"^^"'^ für alle genügend grossen Werthe des x. Es sind 
daher n— 1 verschiedene partikuläre Integrale vorhanden, welche nach Division 
durch 2^'"^ für grosse Werthe des x eindeutig und endlich sind. 

Hiermit ist der Beweis geliefert, dass das allgemeine Integral der be- 
handelten Differentialgleichung die am Anfang gestellten Bedingungen sämmtlich 
erfüllt, und dass dasselbe folglich mit der hypergeometrischen Function n^^^ 
Ordnung völlig identisch ist. 

Es bliebe noch übrig, den Exponenten des n^^^ Integrals für x = <x> 
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zu ermitteln. Dieser Expooeot kommt in den Bedingungen "' 
das n^ Integral gestellten Forderung, sich algebraisch ^' 
ist scEion durch die Form der Gleichung (!.'' ' 
Logarithmen bei dem alleinstehenden Integi 
Elxponent soll jedoch der Vollständigkeit halbt 
Bis auf ganzzahlige Bestandtheile findet 
kannten Satz*), dass die Summe der Ezponentc 
Summe aller äbrigen Exponenten nur um ganze i 
zeichnet a den gesuchten Exponenten und m eine 
so folgt: 

ff+iii+(fl-l)(i-l) = 6,+6,+...+fi,+. 
oder 

a — a~m, 
wo 

gesetzt ist. 

' Um genau zu ermitteln, setzt man 
y = afri 
tmd führt in die Differentialgleichung für 17 die Reihe 

ein. Die Forderung, dass y^, von Null verschieden sein soll, giebt dam. 
Gleichung: 

S = 0, 

wo S die nachstehende ganze Function »*«■> Grades von a bezeichnet: 

S = (_l)-[(i_l),nI+C;i-l),_,(«-t)IBJ 

+ (-ir'C'^).[(i-2),_.(»-l)l(»).+a-2),_,(»-2)I(»-l),ßJ 

+ 

-(o)_.(«-»)!a^-«)i(«)i+Ä.j+(cT).«i. 

Es bandelt sich darum, die n^ Wurzel der Gleichung 5 = zu finden, von 
der man weiss, dass n— 1 Wurzeln nur um ganze Zahlen von l verschieden 
sind. Man zeigt, dass a = »-n Wurzel der Gleichung S=0, und daher der 
gesuchte Exponent ist. 



*) Ein allgemeiDCr Beweis dieses Satzes, welchen aucli Riemann in seiner Arbeit 
über die hjpergeometriache Reihe benutzt, findet sich in der erwähnten Abhandlung 
des Herrn Fudu. 
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Setzt man nämlich s—n für a ein, so geht, da Bo = s — l ist, der all- 
gemeine Term von S, nach Anwendung der Formel 

in folgenden Ausdruck über: 

L+(*-n),+.(*+l)K«-l)*(^-Ä-l)-*-i(n~*-l)!j' 

Hierin hebt sich der zweite Snmmandus des k^^ Terms flberall gegen den 
ersten Summandns des k+V^^ Terms, während gleichzeitig die Endglieder 
verschwinden. Somit ergiebt sich a^s—n als Wurzel von /S = 0. 

Das n^^ Hauptintegral fflr den unendlichen singulären Punkt ist folglich 
nach Division durch die Potenz a:'~* fflr x=oo eindeutig, endlich und von Null 
verschieden. 

IV. 

Die Reihenentwicklungen, welche sich fflr die hypergeometrischen In-* 
tegrale ergeben, sind wesentlich verschiedener Art bei den mehrdeutigen und 
bei den eindeutigen Integralen. Bei ersteren erhält man, nach Abtrennung 
des mehrdeutigen Polen zfactors, eine Reihenentwicklung, bei welcher die Coef- 
ficienten endliche Summen sind, so lange die Potenz endlich ist. In der Ent- 
wicklung der eindeutigen Integrale dagegen treten, von der dritten Ordnung 
an, fiberall unendliche Reihen als Coefficienten der einzelnen Potenzen auf. 

Die Reihenentwicklungen für die mehrdeutigen Integrale sollen zuerst 
ausgefflhrt werden. Es folgt die Behandlung der eindeutigen Integrale y^^^, 
bei denen sich die als Coefficienten auftretenden unendlichen Reihen ebenfalls 
als hypergeometrische Integrale erweisen. Man findet Beziehungen zwischen 
Integralen n^^ und n—i^^^ Ordnung, indem, abgesehen von einem Binomial- 
coefficienten, letztere mit constantem Argument die Coefficienten der Reihen- 
entwicklungen ersterer werden. Man wählt, der einfacheren Bezeichnung wegen, 
den singulären Punkt Oi aus und entwickelt die nach Potenzen von x—Oi 
fortschreitenden Reihen. Es bleibt aber Oi beliebig, so dass die Entwicklungen 
ebenso für 02, ... a« gelten. 

Das mehrdeutige Hauptintegral für den Punkt ai ist, nach Fortlassung 
constanter Factoren, folgendes: 

Journal fQr Mathematik Bd. LXXI. Heft 4. 44 



346 Pochhammer, über hypergeometrische Functionen höherer Ordnung. 

Man setzt fflr die Potenzen der Binomialreihen ein: 

kurz bezeichnet durch: 

indem, fflr i^ = 2, 3, . . . n: 

genannt ist, und führt die Multiplication aus. Der CoefGcient von {x^-aiYv^ 
den man durch (— l/C* bezeichnet, wird bestimmt durch die Gleichung: 

worin die Summe sich über alle ganzzahligen Werthe von nh^ in,, . .. m« er- 
streckt, welche der Bedingung: 

fii.2 + in j + ' • • + *w^ = k 
genügen. Es ist hiernach 

(6,-1). (6.-1), (fe,-l),(6,--l), (6,^,-i),(6,-l), , 

allgemein 

(6.-l)t_t(fe.-1). (fe,-.-l).(6.-1)t-» 

■^ Ca.-«.)*-'(«.-o.) "*"""^ (a._,-a,)(a«-a.)*-» 



, (fc.-0.(fc.-i)..-Cfc*-n-0. ■ , (d.^t+i-l)....(6.-i-i).(^.-l). 



• M • 
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Nach Festsetzung dieser Benennnng ergiebt sich: 

y, 

(« — o,)*'+^-» 
= /" «*'-'(l -vy-'dv [1 -C, (aj-a,) r + C,(a;-o,) V- • • • + (-1 )* C* (a? - a,)*«*+ • • •] 



= / 'c*'-'(l - c)^'rfr - C, (a? - »i)/* '©*■ (1 - tj)^-' rfe 

u 

+ Ci (« - ai)y V'+'(l - ©)*-'rfe — . + (- 1 )*C» (a;-o,)* y* V'+*-'(l ~ e)^'rfe + 

t) U 

Die hier vorkommenden bestimmten Integrale sind Eulersohe Integrale der 
ersten Art, welche durch i *- Functionen nach der bekannten Formel: 

ausgedrückt werden. Man erhfilt also: 

. / ^^»^/ ^* -^(6, +*) AA) , 

-..♦+(-l)*fi(x-aO* rc^.+W) '^"' ' 
Wendet man auf Jr(6x + Ä) und /"(fti + ;i + ä) die Reductionsformel 

i\p+k) = p(p+i)...(p+Ä-i)r(p) 

an, so erhfilt die rechte Seite den gemeinsamen Factor J: ' ^ , j^ , der wegen 

der willkflrlichen Constante des Integrals fortgelassen werden kann. Ausser* 
dem ist der Quotient 

(6| + ^)(6| + *+0...(6, + A + *-i) 
gleich dem Quotienten der beiden Binomialcoefficienten (6i-f&*-l)ifc und 

Auf diese Weise gewinnt man schliesslich für das mehrdeutige Integral 
yi die Reihenentwicklung: 

oder 

44» 
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Die Reihe nimmt z. 6. für die Differentialgleichung dritter Ordnung die 
folgende Gestalt an: 

yi _ 
(»—«,)*■+*-« ~ 

d.(fe.-hiXfe.+2) r (ft.-0. ■ (6.-i).Cfc.-0 . , (VO.(M)« , (fr.-O. lr^^v 

(6, +Ä)(6, +A+i )(6. +X+2) L(a.-a, )» (a.-a. )«(a,-a. ) ^ (.a,-a, ) (o,-a, )* "*■ (0,-0, )'J^^'*«-' 
+ 

Mf-iY fe.(ft.+0-(fe.+fc-i) r '=* (6.-Ot-.(6.-i). 1 . _ „ X» 

+ 

Dieser Ausdruck ist die einfachste Reihe nach der G'afWMchen, in welche 
derselbe für 63 = 1 abergeht. 

Die eindeutigen Integrale y^,, erhält man fOr den Punkt Oi , wenn man 
weder /n noch v gleich 1 macht. Man setze in 



V 



für (tt—xY~^ die Entwicklung nach dem binomischen Satz: 

(„_a,_[a._a,])»-' = («_a,)^-'_(^_l ),(»-«,)'- V-«i) 

+(i-l),(«-a.)*-'(x-ai)'— .+(-l)*(A-l),(«-a,)*-*-'(x-a,)» 

+ ; 

dann ergiebt sich, wenn man der Abkärznng halber 



a^ 



setzt, fär y^^^ der Ausdruck: 

Da Ol nach der Voraussetzung in den Grenzen a^ und a^ nicht vorkommt, so 
nimmt Oi, wenn man n—t für » setzt, in F{ß) genau dieselbe Stelle ein, wie 
X in ^^^^. Die Ausdräcke F{ß) sind daher, wenn man üi als unabhAngige 
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Variable auffasst, dieselben Integralfonctionen für die » — 1^ Ordnung, wie 
y^,y fflr die n^. 

Als Beispiel für diese Entwicklungen mögen die hypergeomelrischen 
Integrale dritter Ordnung dienen, bei welchen die Coefficienten Integrale zweiter 
Ordnung, also Gausssche hypergeometrische Reihen, mit constantem Argument 
werden. 

Wenn man in dem Integral 

den binomischen Satz auf den letzten Factor anwendet: 

(«-aO^-'-(i-l),(ii-a,)^-'(aj-a,)+(A-l),(«-a,)'-'(«-ai)*— ., 
so folgt: 

/%-fl,)M»-<%)*'-'(«-«.)*'-^'-*rf«[i-(^i).^+(A-i)2gES-+-"]- 

Man bringt das Integral auf die Grenzen und 1 durch die Substitution: 

und gelangt hierdurch, wenn man von einem constanten Factor absieht, zu 
dem Ausdruck: 



U 






««-a» 



in welchem dnrch g der Quotient — — -^ bezeichnet ist. Nun ist 

WO F die Gattf^sche Reihe bedeutet. Man erhält folglich, nach Forthebung 
des gemeinsamen Factors von JT- Functionen , das nachstehende partikul&re 
Integral für die dritte Ordnung: 
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Ganz analoge Resultate ergeben sich, wenn man die Integrale y^^y nach 
fallenden Potenzen von x entwickelt. 
Setzt man: 

so hat die Variable t] bei jedem singularen Punkte a^ ein einziges eindeutiges 
und n — 1 mehrdeutige Integrale; fQr die zweite Ordnung haben j^ und rj gleiche 
Eigenschaften. Es ist zu erwähnen, dass die gewöhnliche Form der DifTerential- 
gleichung der hypergeometrischen Reihe mit der Gleichung fär tj identisch ist 



V. 

Es soll zum Schluss noch die Existenz von Relationen dargethan 
werden, welche zwischen verschiedenen Functionen y^^y, deren Exponenten 
sich um ganze Zahlen unterscheiden, statt haben. Diese Relationen enthalten 
je n+l der Integrale y^^y, in Bezug auf welche sie linear und homogen sind; 
die Coefficienten sind rationale Functionen der Argumente x^k^Oiybi^. . . a^, 6«. 
Zur Herleitung dient eine Eigenschaft der Differentialgleichungen, deren Coef- 
ficienten ganze Functionen von x sind, und bei denen der Grad letzterer mit 
der Ordnung des betreffenden Differentialquotienten übereinstimmt. 

Ist eine Differentialgleichung n+1^' Ordnung: 

Ir 

gegeben, wo <Pm{^) ein^ ganze Function des m^^ Grades bezeichnet, und 
existirt fQr den singularen Punkt a^ ein eindeutiges und endliches Integral, 
so ist dasselbe in der Reihenentwicklung enthalten, welche sich aus der Dif- 
ferentialgleichung durch die Substitution: 

ergiebt. Durch Einfahrung der Reihe erhält man, als Bedingang, dass der 
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Coefficient von (x — aj.y verschwinde, eine Gleichung: 

bei der die Grössen Py^ny . • - Py linear aus den Constanten der Functionen 
(p^ zusammengesetzt sind. Es sind also, was charakteristisch fflr die betrachtete 
Differentialgleichung ist, je it+1 Coefficienten ß^ durch eine lineare, homogene 
Gleichung verbunden. 

Betrachtet man nun Functionen y^^^ von der n+i^^ Ordnung, so ist 
deren Differentialgleichung von der hier behandelten Form. Die Coefficienten 
ihrer Entwicklung sind, wie im vorigen Abschnitt gezeigt wurde, Functionen 
y^,y von der ii*®° Ordnung, deren Argumente sich aus a^^ bi, . . . a.^i, A^^i, X 
und ganzen Zahlen zusammensetzen, multiplicirt mit je einem Binomialcoef- 
ficienten. 

Diese Grössen y^^^y von der n^^ Ordnung werden als angrenzende 
Functionen bezeichnet, da ihre Argumente bis auf Exponenten, die sich um 
ganze Zahlen unterscheiden, identisch sind. Die soeben entwickelte Relation 
zwischen den Coefficienten c^ fährt also hier unmittelbar zu dem Satz: dass 
je «+1 derartige angrenzende Functionen y^^^ der ii^° Ordnung durch eine 
lineare homogene Gleichung verbunden sind. 

Die Factoren der Grössen c^ bestehen linear aus den Constanten der 
Functionen (p^. Da aber bei der hypergeometrischen Differentialgleichung 
diese Constanten, in Folge der Beziehungen zwischen den Wurzeln und den 
Coefficienten algebraischer Functionen, rational aus den Argumenten ai, 6|, ... 
zusammengesetzt sind (Gl. (2.) in U.): so folgt, dass die Coefficienten der obigen 
linearen und homogenen Gleichungen rationale Functionen der 2n+2 Argumente 
der hypergeometrischen Function sind. 

Es soll als Beispiel die schon im vorigen Abschnitt angefahrte Reihen- 
entwicklung dritter Ordnung behandelt werden, bei welcher man zu den be- 
kannten Relationen zwischen drei angrenzenden hypergeometrischen Reihen 
gelangt. 

Man fand als Integral der hypergeometrischen Differentialgleichung 
dritter Ordnung den Ausdruck: 

+-^E^(x-a,fFi4-b,-l,b,,b,+b,,q)-..> 

+ (-^)* (i^llj* (x-a,yF{k+2-b,,b,,b, + b,,q) + .... . 



352 Pockhammer, über hypergeometriscke Functionen höherer Ordnung. 

Bei der Differentialgleichung dritter Ordnung bestehen lineare Be- 
ziehungen zwischen je drei aufeinanderfolgenden CoefQcienten c^ der Ent- 
wicklung : 

und es ergiebt sich somit die Eigenschaft der Gaussschen Reihe^ dass: 

F{r,s,t,q), F{r+i,s,t,q) und F{r+2,s,t,q) 

durch eine lineare, homogene Gleichung mit CoefGcienten , die sich rational 
aus r, s, t, q zusammensetzen, verbunden sind. 

Berlin, im Dezember 1869. 
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lieber trigonometrische Reihen 

(Von Herrn £. Heine in Halle a. S.) 



§. 1. xJis in die neueste Zeit glaubte man, es sei das Integral einer 
convergenlen Reihe, deren Glieder zwischen endlichen Integrationsgrenzen 
endlich bleiben, gleich der Summe aus den Integralen der einzelnen Glieder, 
und erst Herr Weierstrass hat bemerkt, der Beweis dieses Satzes erfordere, 
dass die Reihe in den Integrationsgrenzen nicht nur convergire, sondern dass 
sie auch in gleichem Grade convergire*). Hiermit ist aber der Salz: 

Eine zwischen x = —n und x = 7t gegebene endliche Function f{x) lässt 
sich höchstens auf eine Art in eine trigonometrische Reihe von der Form 

(a.) f{x) = ^a,,+ (aiC0sa: + 6iSina?) + (a2C0s2a:+Ä2sin2a:) + -- 

entwickeln 
hinfällig geworden, und durch die Arbeiten von Dirichlet, Lipschüz und Riemann 
ist daher nur festgestellt, dass eine Function von a;'in einer Anzahl von 
Fällen sehr allgemeiner Natur sich in eine Reihe von der Form («.), deren 
Coefficienten bekannt sind, entwickeln lasse, aber nicht, auf wie eiele Arten 
die Entwickelung geschehen könne. 

Die Bedeutung, welche der Darstellung einer Function durch eine 
trigonometrische Reihe bisher zukam, beruhte zum grossen Theile in der Ein- 
heit der Entwickelung, also in der Sicherheit, dieselbe Reihe zu finden, auf 
welchem Wege man auch die Function in die Reihe transformiren möge. Ich 
habe deshalb versucht, den vorstehenden Satz mit einem anderen zu ver- 
tauschen, der die Einheit der Entwickelung wiederherstellt, und für mancherlei 
Anwendungen, z. B. auf Probleme der Physik, ausreicht. 

Eine leichte Ueberlegung (M. vgl. den Schluss des $. 2.) zeigt zwar, 
dass eine Reihe (a.), welche gleich einer discontinuirlichen Function ist, selbst 
wenn sie endlich bleibt, unmöglich in gleichem Grade convergiren kann; es 
ist aber noch nicht bekannt, dass, oder vielmehr ob eine Reihe, welche eine 
continuirliche Function darstellt, in gleichem Grade convergiren muss, was man 



*) Im gegenw. Journal führt auch Herr Thomi in Berlin diesen Satz als bekannt 
an. M. vergl.: Ueber die Kettenbruchentwickeluug der Gavssschen Function F(a,l,y,a;), 
Bd. 66, S. 334. 
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wohl stillschweigend angenommen hat. Dieser Gegenstand wird aach im 
Folgenden nicht aufgeklärt. Man weiss ferner bis heute *) noch nicht einmal 
mit Sicherheit^ ob es überhaupt möglich ist, eine gegebene conlinuirliche Function 
durch eine in gleichem Grade convergente trigonometrische Reihe darzustellen. 
Hiertiber, so wie tiber die ähnliche Frage für den Fall noch anderer endlich 
bleibender Functionen, giebt der folgende Satz Aufschluss, zu dessen Beweise 
(M. vgl. den Anhang) man die wesentlichen Elemente in Dirichlets berfihmter 
Arbeit tiber die Fownerschen Reihen in Doces Repertorium **) findet: 

I. Satz. Die Fouriersche Reihe für eine endliche Function f{x)^ die 
eine endliche Anzahl Maxima und Minima besitzt, d. h. diejenige ganz be- 
stimmte Reihe von der Form (a.), in welcher 

na^^ I f{x)cosmxdx, nb.^^/ f(x)s\nmxdXy 



—71 — n 



convergirt in gleichem Grade, sobald f(x) continuirlich eon —n bis n (inclj 
und f{^) = f{-^^) i^li i^ allen anderen Fällen ist sie nur im allgemeinen in 
gleichem Grade convergent. 

Der Ausdruck y^im allgemeinen'' wird hier wie im Folgenden gebrauch^ 
wenn die Ausnahme sich auf eine endliche Anzahl von Punkten beziehen soll. 
Die Ausnahmestellen im obigen Satze sind übrigens leicht anzugeben; sie sind 
nämlich die Umgebungen der Unstetigkeitspunkte, — in sofern die Unstetig- 
keiten in diesen Punkten nicht durch Abänderung der Function iu denselben 
fortgeschafit werden können, — und ausserdem x = ±7t, wenn nicht f{n)=f{—7i). 

Durch diesen Satz ist der Weg angebahnt, auf welchem man von dem 
unbewiesenen Satze an der Spitze zu einem sicheren gelangen kann. Dies ge- 
schieht zwar sofort, wenn man den Schlussworten desselben noch die Bedin- 
gung hinzufügt, „die in gleichem Grade convergirt'^; er wtirde aber zu eng 
sein, weil er seine Bedeutung schon verliert, wenn es sich nicht grade um 
eine conlinuirliche Function handelt, für die noch ausserdem /'(^)=/'(— ^), weil, 
wie oben bemerkt wurde, in den anderen Fällen keine einzige in gleichem 
Grade convergente Entwickelung existirt. Ich vertausche diesen Satz nunmehr 
mit dem folgenden: 



*) Die folgenden beiden Sätze und den Inhalt des §.6 habe ich Herrn Thomae 
mitpfetheilt, der meine Untersuchungen in einem Werke, welches über die «/aco&tschen 
©-Functionen handeln soll, und welches sich schon unter der Presse befindet; zu be- 
nutzen wünschte. 

**) Bd. I, S. 152 — 174: Ueber die Darstellung ganz willkührlicher Funktionen durch 
Sinus- und Cosinusreihen. 
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II. Satz. Eine im allgemeinen stetige, nicht nothwendig endliche 
Function f{x) lässt sich höchstens auf eine Art in eine trigonometrische Reihe 
eon der Form {ct.) entwickeln, wenn die Reihe der Bedingung unterworfen ist, 
im allgemeinen in gleichem Grade zu convergiren. Die Reihe stellt die Function 
im allgemeinen eon — -ti bis n dar. 

Der Schluss dieses Satzes bedarf noch einer Erläuterung: Entwickelt 
man eine gegebene endliche Function in eine Fomersche Reihe^ so muss man 
darauf verzichten, dass die Reihe die gegebene Function genau darstellt; an 
den Stellen der Discontinuität giebt sie bekanntlich einen gewissen Mittelwerth. 
Die nächste Frage würde nun sein, ob diejenige Function, welche genau gleich 
der Founersc\iexi Reihe ist, auch noch genau durch eine andere trigonometrische 
Reihe von der Form [a.) dargestellt werden kann. Durch Herrn Cantor*) in 
Halle, den ich mit meinen Untersuchungen bekannt machte, wurde ich ver- 
anlasst, sie auch auf den Fall auszudehnen, dass eine Uebereinstimmung an 
den Unstetigkeilspunkten nicht mehr gefordert wird **). Der II. Satz giebt 
nun das Resultat an, wenn auf die Uebereinstimmung in diesen und noch in 
irgend welchen anderen Punkten in endlicher Anzahl verzichtet wird; er sagt, 
dass nichts desto weniger die Reihe bestimmt sei, dass sie also mit der Fourier-- 
sehen Entwickelung, wenn dieselbe fflr die Function existirt, übereinstimmt. 

Es ist einleuchtend, dass der II. Satz auch in folgende Gestalt gebracht 
werden kann, in welcher er bewiesen werden soll: 

III. Satz. Soll eine trigonometrische Reihe (a.) eon — ti bis n im 
allgemeinen in gleichem Grade convergiren und im allgemeinen Null vorstellen, 
wobei nicht vorausgesetzt wird, dass sie da, wo sie nicht verschwindet, einen 
endlichen Werth behält, so müssen alle Coefßcienten a und b verschwinden, 
und die Reihe stellt daher überall Null cor. 

§. 2^ Dem Beweise des HI. Satzes schicke ich einige Definitionen voraus: 
Eine Reihe von Gliedern 

Qit 92^ 9iy • • • 9ni9 



*) Derselbe bemerkt, dass der Begriff der Convergenz in gleichem Grade in einer 
,,Note über eine Eigenschaft der Reiben^ welche discontinuirlicbe Functionen darstellen^' 
von Herrn Seidel, in den Denkschriften der Münchener Akademie für 1848, auftritt 

**) Diesen Fall kann man nicht mehr als erledigt durch Riemanns Arbeit ^Ueber 
die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe** §. 3, S. 15, No. 3 
betrachten, für deren Mittheilung wir Herrn Dedekind zu Dank verpflichtet sind, da 
p;rade der Satz, auf welchem dort die Bestimmung der Coefficienten beruht, hier in 
Frage gestellt ist. 
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heissl contergent^ wenn von einem angebbaren Werlhe n an, für stets wach- 
sende Werthe von n, die Summe 

9n+gH+i+gn^2-\ Vg^^m 

unter jede beliebig gegebene von Null verschiedene Grösse b herabsinkt, wel- 
chen positiven Werth man auch m geben möge. 

Hängen die Glieder g von einer Veränderlichen x ab, welche alle 
Werthe von a bis ß (incl. «^ ß) durchlaufen darf, so heisst die Reihe inner- 
halb dieser Grenzen in gleichem Grade conr^ergenl , wenn das Criterium der 
Convergenz für jedes gegebene e, während x alle Werthe durchläuß, durch 
dasselbe n erfüllt wird; für n hat man erst dann einen anderen Werth zu 
nehmen, wenn ein anderes £ gegeben ist. 

Im allgemeinen , d. h. mit Ausnahme der Umgebung gewisser Punkte, 
in gleichem Grade contergent von a bis ß nenne ich eine Reihe, welche das 
Criterium der gleichmässigen Convergenz auf der ganzen Linie von a bis ß 
erfüllt, nachdem man aus derselben vorher beliebig kleine Stücke ausgeschieden 
hat, welche die erwähnten Punkte einschliessen. Ob die Reihe in den kriti- 
schen Punkten selbst convergirt oder divergirt, ist hierbei durchaus unerheblich ; 
es convergiren z. B. die Fourierschen Reihen für die endlichen Functionen 
mit endlichen Sprüngen auch an den Sprungslellen, und sie sind dennoch un- 
möglich in gleichem Grade convergent. 

In der That, es sei Xo ein solcher kritischer Punkt, so stellt in dem- 
selben die Reihe, welche im allgemeinen f{x) ist, wie man weiss das arith- 
metische Mittel aus /"(xo+O) und /"(arg— -0) dar; es ändert sich also, bei der 
geringsten Aenderung von x an der Stelle o?,, (es handelt sich hier nur um sehr 
kleine Werthe der Differenz x-a?(,), die Fouriersclie Reiheum mehr, als eine end- 
liche Grösse d angiebt, welche kleiner als der Zahl werth von {{f{x^-^0)-f{x^-Oy) 
ist. Setzt man nun für e einen aliquoten Theil von d^ z. B. £ = 0,01 d, und 
nimmt an, dass für dieses « ein festes n existire, so entsteht ein Widerspruch. 
Einerseits ändert sich nämlich die unendliche Reihe gi-^-gi + ^'^i wie oben be- 
merkt wurde, um mehr als rf; an beiden Stellen unterscheidet sich aber, nach 
der Annahme, die unendliche Reihe von der Summe der ersten n Glieder 
höchstens um b; folglich ändert sich diese endliche Summe, gi+gi + '^-gny wie 
wenig man auch x ändert, wenigstens um rf— 2«. Andrerseits kann man x 
so wenig ändern, dass jedes Glied g sich höchstens um den w^®° Theil von s^ 

also die endliche Summe gi-\-gi'\ Vg^ höchstens um e verändert, was mit dem 

Resultate, dass die Aenderung wenigstens d—2t beträgt, nicht -übereinstimmt. 
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§. 3. Es ist zunächst zu beweisen, dass eiue trigonometrische Reihe, 

wenn sie im allgemeinen convergirt, zu denen gehört, bei welchen die Glieder 

für jeden Werth ton x zuletzt unendlich klein werden, wie der Ausdruck 

im §. 7, S. 25 der Arbeit von Riemann über trigonometrische Reihen lautet. 

Es ist nur nöthig, dieses gesondert für eine Cosinus- und eine Sinusreihe zu 

zeigen; denn die Summe oder Differenz zweier im allgemeinen in gleichem 

Grade convergenlen Reihen ist gleich einer Reihe von derselben Eigenschaft, 

und da x die Werlhe von — n bis n durchläuft, so sind die Reihen mit den 

wten Gliedern 

a„ cos nx + b„ sin war, a^ cos nx — b^ sin nx 

nach unserer Annahme beide im allgemeinen gleichmässig convergent. 
Um nun zu zeigen, dass in der Cosinusreihe 

4^) + öi cosx-\-ayCö^2x-\ — 

a« mit wachsendem n unter jede gegebene noch so kleine Grösse e herabsinkt, 
scheide man wie in §. 2 die kritischen Punkte aus. Es sei nachher pq irgend 
ein zusammenhängendes Stack, so dass, wenn man x nur Werthe giebt, die 
pq angehören, die Reihe dort in gleichem Grade convergirt, also n so gross 
genommen werden kann, dass für dieses und die grösseren n alle der Strecke 
pq angehörenden x das Glied a^cosnx<i^ machen. Ist nun n so gross, 

dass — <^pgy so wird für wenigstens einen ganzen Werth von m sicher 

a; = in die Linie pq fallen, also a„cosnx, d.h. ö« unter e liegen müssen. 

Aehnlich verhält es sich mit der Sinusreihe; zum Beweise hat man 
hier x = ^^ — J" zu setzen. 

Zn 

§. 4. Nach den Bemerkungen im Eingange des §. 3 wird es genügen, 
den III. Satz gesondert für eine Sinusreihe und dann für eine Cosinusreihe 
zu erweisen. 

Es sei die Sinusreihe 

bismx + bj sin 2x + 63 sin 3a: H — 

im allgemeinen in gleichem Grade convergent und Null; x^^ a?i, a?2, ... x^ 
sollen, der Grösse nach geordnet, 0, n und die positiven Abscissen der kritischen 
Punkte darstellen, wobei es gleichgültig ist, ob Xo und x^, d. h. und n, zu 
diesen gehören oder nicht. Kritische Punkte heissen hier diejenigen, in welchen 
entweder die Reihe nicht verschwindet, oder in deren Umgebung sie nicht in 
gleichem Grade convergirt. 
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von X ist, noch für die Grenzen a: = a:^_i und x=^Xo selbst gilt. Man erhält 
daher an sämmtlichen t+1 Punkten Xi^^ x^^ . . . x^ für F{x) Doppelgleichungen, 
nämlich t— 1 von der Form 

und für a: =0 und Xj = 7i 

F{Xr) = = C^ + 7T.kj . 

6) Zweitens kann man sich des Satzes bedienen, den Riemann in 
der oben erwähnten Arbeit *) aufstellt und streng beweist, nach welchem 

F(x 4- g) 4- F(a; — g) — 2F(x) 

a 

Stets mit a unendlich klein wird. Setzt man hier Xa für x, so liegt x-^-a^ 
bei positiv genommenem «, zwischen Xa und ar^^-i, dagegen x—a zwischen 
Xa^i und x^. Man hat daher 

F{x„ + a) = Ca^, + {xa+a)ka+i, 
und nach Substitution dieser Werthe durch Riemanns Satz 

ka = *a+l« 

Da nunmehr gefunden ist, dass alle k gleich sind, so folgt aus (a.), dass alle 
c gleich, also gleich Ci = werden. Hieraus ergiebt sich, indem c^+nk^ = 0, 
dass k^ = 0; also sind alle k gleich Null, ebenso wie alle c. Es verschwindet 
daher die absolut convergente Reihe 

sinno; 



F{x) = ^b 



n ^. 



für alle x von bis n^ so dass alle b verschwinden, und somit der Theil des 
III. Satzes, welcher sich auf die Sinusreihe bezieht, erwiesen ist. 
§. 5. Der III. Satz soll nun für eine Cosinusreihe 

^Oii+^a^cosnx («>0) 

bewiesen werden, wobei die Buchstaben z, a, r^ c, k eine ähnliche Bedeutung 
für die Cosinusreihe haben wie im vorigen Paragraphen für die Sinusreihe. 
Man setze ferner 

F(x) = ^a^-^^, («>0). 



*) §. 8, S. 29, Lehrsatz 2. 
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Eine zweimalige Integration verschafft, wenn x und ss zwischen x^^i und x^ 
liegen, die Gleichung 

iau{x-z) —^aA -, {-——smnz) = 0, 

also 

F{x) = Ca + xka + lOoX^, i^a-l < ^ <• ^a)- 

Diese Gleichung muss noch an den Grenzen Xa-i und Xa gelten, so dass man 
wiederum ein System Gleichungen erhält 

oder, nach Fortlassung des gleichen Gliedes, wie im §. 4 unter (a.) 

Ca + ^oK = Co+i + i2^ö*o+n (0<a<r). 
Wie §. 4 unter (ä.) ergiebt sich 

A'i = &2 = • • • = Ä\ 
und hieraus 

also von rc = bis x = n 

F(x) = c + kx+\aoX^, 

wo c und Ar dieselben Constanten im ganzen Intervalle bezeichnen. Um diese 
zu bestimmen, bemerke man, dass die Reihe fär F{x) absolut convergirt, dass 
also die Gleichung besteht: 

— r- = — / F(x)cosnxax = — j — \-^(ii)C0snn^2ks\iv -^h 
n nJ ^ ^ n n \ 2 ' 2 ^ 



Setzt man den gefundenen Werth von a^ in die gegebene Cosinusreihe ein, 
so übersieht man sofort, dass sie nicht convergirt, während sie doch im all- 
gemeinen die Summe Null haben soll, wenn nicht Oo und k^ folglich alle a 
verschwinden, wodurch der Beweis des III. Satzes gegeben ist. 

§. 6. Einige Punkte im Beweise des Dirickletschen Prinzipes sind noch 
nicht mit jener äussersten Strenge begründet, welche für einen so bedeutenden 
Satz wfinschenswerlh wäre. Bekanntlich haben die Herren Kronecker und 
Weierstrass schon vor längerer Zeit ihre Bedenken über die Annahme ge- 
äussert, dass ein Minimum exisliren müsse, so wie auch über die Anwendung 
der Variationsrechnung. Auch ich habe bereits vor mehreren Jahren darauf 
aufmerksam gemacht, es sei eine Voraussetzung nicht unzweifelhaft, die nämlich, 
dass eine Function vom Rande in's Innere immer continuirlich fortgesetzt werden 
könne, während noch ihre ersten Differentialquotienten nach den rechtwinkligen 
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Coordinaten cootinuirlich bleiben sollen. In den verflossenen Jahren hat man 
versucht, den Beweis mit Hülfe der trigonometrischen Reihen zu fähren, was 
hier zur Sprache kommen muss, weil sich aus demselben ergeben wurde, 
dass jede continuirliche einwerlhige Function f{x)^ fflr welche f{p)=f{—7i) 
ist, nur auf eine Art in eine trigonometrische Reihe von der Form (a.) ent- 
wickelbar sei, ohne dass die im allgemeinen gleichmässige Convergenz zur 
Bedingung der Entwickelung gemacht wird. Ich erwähne deshalb, dass jener 
Beweismethode eine unbewiesene Voraussetzung zu Grunde liegt, über welche 
ich noch Einiges hinzufügen will, da hier ein sehr wesentlicher Umstand bei 
der Betrachtung von Functionen mehrerer Veränderlichen zur Sprache kommt. 
Es sei (a.) irgend eine Entwickelung von f{x) in eine trigonometrische Reihe, 
so betrachtet man nämlich gewöhnlich den Ausdruck 

(/?.) J au+ r (ai cos a?+ 6, sin x) + r («2 cos 2x + b^ sin 2x) +•• • 
als eine Function von r und x, die fflr alle Werthe von x und von r = 
bis r=l (iucl.) continuirlich ist. Nachdem Dirichlet*) den von Abel in seiner 
Arbeit über die binomische Reihe aufgestellten Satz **) genau bewiesen hat, 
wonach die Grenze einer als Potenzreihe gegebenen Function 

für r=l, gleich c;j+ Ci+ ^2+ • • • wird, wenn die letztere Reihe convergirt, so 
ist allerdings klar, dass die Function {ß,) bei festgehaltenem r sich mit x, bei 
festgehaltenem x sich mit r bis r = 1 (incl.) continuirlich ändert. Es scheint 
aber noch nicht bemerkt zu sein, dass diese Eigenschaften, diese Continuität in 
jedem einzelnen Punkte nach zwei Richtungen hin, nicht diejenige Continui- 
tät ist, welche man voraussetzen muss, wenn man auf die Function analoge 
Schlüsse anwenden will, wie diejenigen, welche für die continuirlichen Functionen 
mit einer Veränderlichen gestattet sind, und die man gleichmässige Continuität 
nennen kann, weil sie sich gleichmässig über alle Punkte und alle Richtungen 
erstreckt. Eine Function zweier Veränderlichen x, y heisse gleichmässig con-- 
tinuirlich in einem Gebiete, wenn für jede beliebig kleine gegebene Grösse e 
Grössen hi und ki, von denen keine Null ist, existiren, so dctss die Differenz 
f{x + h,y + k)—f{x,y) kleiner als e bleibt, so lange h und k resp, hi und ki 
nicht überschreiten, und zwar miiss dieses bei gegebenem s und festgehaltenen 
hl und kl für alle Punkte (x,y) und {x-i-h,y + k) stattfinden, die dem Gebiete, 
seine Begrenzung eingeschlossen, angehören. 



*^ Lioumlle^ Journal de Math^matiques, II S^rie, T. VII, p. 
**) Bd. I, No. II, Lehrsatz IV, S. 314 u. 315 dieses Journals. 

Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 4. 46 
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Anhang. 

§.7. Der Beweis des I. Satzes soll hier nachgetragen werden, und 
zwar in genauem Anschlüsse an den vorerwähnten Aufsatz von Dirichlet, auf 
den sich auch die folgenden Citale beziehen. Die im I. Satze erwähnte 
Function f{x) denke man sich befreit von den durch Abänderung ihres Werthes 
in einzelnen Punkten hebbaren Unstetigkeiten, was gestattet ist, weil die Ent- 
Wickelung von f{x) in eine Fot^nersche Reihe mit der übereinstimmt, welche 
dieselbe Function, befreit von jenen Unstetigkeiten geben wörde. Es sei 
femer g eine positive Zahl, so gross, dass g + f[x) positiv bleibt, n eine positive 
ganze Zahl und 2n+\ =^ k gesetzt. 

Die Punkte der Abscissenaxe, welche nun noch zu Unstetigkeitsstellen 
gehören, scheide man wie im §. 2 aus, indem man diese Punkte mit beliebig 
kleinen Stücken umgiebt, die man sich im Folgenden ausgeschlossen denkt, 
wenn man auch den Buchstaben x (aber nicht andere Buchstaben) die Wertbe 
von —71 bis n durchlaufen lässt, so dass also f{x) einwerthig ist, und [{x+O) 
mit fix — O) fibereinstimmt. Die umgebenden Stücke darf man im Laufe des 
Beweises nicht mehr verkleinem. Die Punkte ±7i werden den Unstetigkeits- 
stellen gleich geachtet, wenn nicht f{n) m\if{—7i) Obereinstimmt. Da die Summe 
der Fourierschen Reihe in jedem Punkte x der Abcissenaxe von —n bis ti 
genau f{x) ist, so lässt sich der noch zu beweisende Theil des I. Satzes so 
fassen: Es kann die Zahl n so gross genommen werden, dass die Summe 
der ersten n Glieder der Reihe weniger f{x) kleiner ist als eine beliebig 
kleine gegebene Grösse f^ und zwar findet dies in gleichem Grade, d. h. für 
die X eon —n bis n durch dasselbe n statt. Für noch grössere Werthe von 
n darf ferner jene Differenz nicht wieder € fibersteigen. 

Zum Beweise hat man zu untersuchen, auf welche Art sich 

^ 

mit wachsendem n seinem Grenzwerthe -wVi^) nähert; es sei im Voraus be- 
merkt, dass hier (p{ß) entweder f[x±2ß) vorstellen soll oder irgend eine 
Function, welche auf der ersten Strecke, d. h. von /? = an, eine Strecke 
constant ist und fiberall unter g bleibt. Im ersten Falle wird 

nun ist eine Function von einer Veränderlichen x, die nur eine endliche An- 
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zahl Maxima und Minima besitzt, wenn sie auf einer Strecke von x = ahis x=b 
stetig bleibt, aof dieser Strecke sicher in gleichem Grade stetig, d. h. für jedes 
beliebig gegebene e giebt es eine so kleine Grösse h, dass sfimmtliche Ordi- 
naten, die zu den Abscissen von x bis x+h gehören, sich von einander um 
weniger als e unterscheiden, und zwar fflr alle x von a bis b bei festgehal- 
tenem € und A. Es wird also (wegen der Stetigkeit von f(x) fflr jede Ab- 
scisse o;), fflr ein festgehaltenes e und ein dazu gehöriges festes ß, die Un«* 
gleichheit <piß)'-(p(0) <Ce fflr alle Functionen (p^ die in diesem ersten Falle 
in Betracht kommen, bestehen und auch noch bestehen, wenn ß verkleinert 
wird. Im zweiten Falle ist 97 (/?) — ^ (0) fflr ein hinreichend kleines /? sogar 
genau gleich Null. 

§. 8. Dirichlet behandelt (S. 164) zuerst den Fall, dass q>{ß) von 
ß = bis ß =^ h stetig ist, nie zunimmt und nie negativ wird. Er zeigt, dass 
dann der Werth von S zwischen den Grenzen {Dirichlet S, 166) 

n /2m« \ /2mn\ 

y K^) + 9»«+. «ip (^) + p. (9 (0) - «iP (^)) 

liegt, wo tn irgend eine positive ganze Zahl vorstellt, die so beschaffen ist, 

dass (2m+l)^ unter hk liegt, wo ferner 

^ n , 2 
Ci<ö- + 



2 ' . n ' 
k 

2 1 . .21 



Man nehme m etwa von der Grösse }fn^ setze z. B. fflr m die nächste 
auf )/i» folgende ganze Zahl; dann ist fflr hinreichend grosse Werthe von n, 
wenn man Grössen von der Ordnung 9»~i^ die hier völlig bedeutungslos sind, 
der Kflrze halber fortlässt, 

n 2 _ i 

Es unterscheidet sich also, wenn man wiederum das Glied höherer Ordnung 
vemachlSssigt, S von -ä'^CO) um weniger als 

(r.) |-(»(0)-Kw))+^' 

46» 
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daher, gleichmässig fQr alle unsere Functionen q), um beliebig wenig, oder 

die Differenz S—^(p{0) nähert sich för alle q) in gleichem Grade der Null. 

Indem man {Dirichlet^ S. 167 u. 168) diesen Salz auf den Fall an- 

wendet, dass (p in den Integrationsgrenzen constant bleibt, wo S—-^q>{0) wie 

— ^ zu Null convergirt, ferner auf die Function (piß)+g9 wenn (p{ß) auch 

negative Werthe annimmt, endlich auf —^(/i), wenn q) nie abnimmt, findet 

man das Resultat, dass S'-^(p{0) gleichmässig für alle x zu Null convergirt, 

wenn die im §. 7 definirte Function (p (ß) \A Intervalle von ß = bis ß = h 
nicht vom Wachsen in's Abnehmen übergeht oder umgekehrt, und stetig bleibt. 
Um die Function (p auch noch von dieser Bedingung zu befreien, be- 
trachte man 



''=/>(ffi^^^A (o<o<»S^) 



C 



wenn cp {ß) noch derselben Bedingung in den Integrationsgrenzen g und h unter- 
worfen ist. War (p{ß) = f{x + 2ß)^ so bleibt diese Function für ß = ein- 
deutig, weil sie sich in f{x) verwandelt und x nur solche Werthe ertheilt 
wurden, die nicht in kritische Stellen fallen. Die untere Grenze c ist also 
schon in dieser Beziehung von der froheren zu unterscheiden, dass ihr 
zwei Ordinaten angehören können. Man weiss, wie Dirichlet S. 169 die 
Grenze von a aus der von S durch Zerlegung des Integrales von c bis h 
in zwei findet, in eines von bis h und eines von bis c; er setzt dazu 
die Function (p von c bis so fort, dass sie dort constant gleich (p{c+0) 
bleibt. Man hat also den Satz über das Integral 5 zweimal hintereinander 
anzuwenden, beide Male auf eine Function y'(ß)^ die so beschaffen ist, wie in 
S die Function (p(ß)^ und zwar wie dort im zweiten Falle am Schlüsse unseres 
§. 7 ; d. h. die Function ist für kleine Werthe von ß constant, und der Unter- 

schied eines jeden S von -2-11^(0) oder -o-yC^+O) ist daher (Formel y.) 
<C , ^ folglich a<Z — 4— also gleichmässig beliebig klein. 

Hieraus folgt, dass ^ — -o'^^^) ^^^^ ^^"^ noch gleichmässig beliebig 
klein für wachsende n wird, wenn (p von allen Bedingungen dieses Paragraphen 
befreit ist und nur denen des $. 7 unterworfen bleibt. 

§. 9. Nach Angabe des §. 7 hat man zu untersuchen, wie die Summe 
der ersten n Glieder der Reihe (a.) sich f{x) nähert. Diese Summe lässt 
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sich (Dirichlely S. 170) durch den Ausdruck 



y ' n-+m'^äß+±/ ' n.-2ßmäß 



i) 



darstellen. Die Untersuchung desselben für irgend einen einzelnen bestimmten 
Werth von x, hat für uns keine Bedeutung, da man aus Dirichlets Arbeit den 
Grenzwerth der Integrale sogar in dem Falle kennt, wo x einen der Werlhe 
vorstellen würde, die wir ausgeschlossen haben; dass ffir jeden einzelnen 
Punkt die Reihe convergirt, weiss man, und wie schnell sie in diesem con- 
vergirt, kann zwar an und für sich von Interesse sein, aber nicht bei der 
Frage, ob die Reihe in gleichem Grade convergirt. Deshalb bat man nicht 
nöthig, hier die Fälle x = ±7i zu betrachten, wenn auch die betreffende Ab- 
scisse nicht von selbst schon ausgeschlossen sein sollte. 

Es sei nun x<C^ und positiv, ein negatives x würde nicht eine we- 



n — x n 



sentlich verschiedene Behandlung erfordern. Alsdann bleibt — s — unter -^ 

und das erstere Integral, welches von der Form S ist, nähert sich, für alle 
X gleichmässig, dem Werthe \f{x). 

Das zweite Integral lässt sich in eines von bis -^ zerlegen, welches 

sich in gleicher Weise \f{x) nähert, und in eines von -^ bis — 5— , welches, 
wenn man ti— /? für /? als Veränderliche einführt, in 



TT 



(2.) i/"V(2/?+x-2^)^rf/? 



71— JC 



übergeht. Man behandelt dies in ähnlicher Art, wie a im §.8, zerfällt es 
also in die Differenz zweier Integrale, die zur unteren Grenze haben, in- 

dem man die Function f von ß = — 5— bis /3 = so fortsetzt, dass sie dort 

constant f^—n + O) bleibt, und erkennt dann sofort, dass der Werth von (2.) 
mit wachsendem n sich für alle x in gleichem Grade der Null nähert, wo- 
durch der Satz bewiesen ist. 

Halle, im Februar 1870. 
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Zur Theorie der Charakteristiken. 

(Von Herrn Schubert) 



§. 1. Jjer Inbegriff aller der Flächen u*«*" Ordnung, welche gleich- 
zeilig 4 Q Q — 2 von einander unabhängigen Bedingungen ge- 

nflgen, heisst ein System von Flächen n^^^ Ordnung. Ein solches bietet eine 
einfach unendliche Mannichfaltigkeit dar, weil eine Fläche n^^^ Ordnung durch 

C^+ ^Y*^ /^^^"^ -^ — 1 Bedingungen endlichdeutig beslimml ist. In einem 

Flächensysteme muss es daher immer eine bestimmte endliche Anzahl von Flächen 
geben, welche gleichzeitig einer neuen, d. h. nicht schon zu den Bedingungen 
des Systems gehörenden oder von ihnen abhängigen, Bedingung Genfige leisten. 
Giebt es nun in einem System fi Flächen, welche einen gegebenen Punkt 
enthalten, y^ welche eine gegebene Gerade berflhren, und q, welche eine ge- 
gebene Ebene berühren, so heissen /^^ v^ q die drei Charakteristiken des 
Systems {fi^ v^ q). Durch jeden Punkt des Raumes gehen also fi, jede Gerade 
des Raumes berühren v^ und jede Ebene des Raumes q Flächen eines Systems 
[fi^v^Q). Es ist nun bisher immer beobachtet worden, dass die Anzahl der 
Flächen eines Systems (^^ v, (>), welche einer beliebigen neuen Bedingung Z 
genügen sollen, sich in der Form «.a + /?v+yp ausdrückt, wo a, ß, y ganze 
Zahlen sind, und, als Grössen, die von Z allein abhängig sind, Parameter 
dieser Bedingung heissen. In den Comptes rendns sind von den Herren Chasles 
nqd de Jonquitres die Parameter vieler Bedingungen, jedoch ohne Beweis, an- 
gegeben. Ehe wir zu weiteren Betrachtungen über Flächensysteme übergehen, 
sei es mir daher erlaubt, die Parameter einer sehr häufig vorkommenden Be- 
dingung, nämlich der Berührung einer Fläche m^^^ Ordnung, in aller Strenge 
herzuleiten. 

§. 2. Zu dem Ende haben wir zuerst das Analogen für die Ebene 
zu untersuchen. Die Gesammtheit aller in einer Ebene liegenden Curven n^^^ 

Ordnung, welche ^ J" ^ — 1 Bedingungen unterworfen sind, heisst ein System 

von Curven n^^^ Ordnung, und wird mit {u, v) bezeichnet, wenn fi Curven des 
Systems durch irgend einen Punkt der Ebene gehen, und v irgend eine Gerade 
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berühren. Wir nehmen nun in der Ebene des Systems noch eine Corve m^ 
Ordnung f an, und bestimmen zuvörderst die Ordnung des Ortes eines Punktes 
p von der Beschaffenheit, dass die Gerade, welche in ihm eine Curve des 
Systems berührt, sich mit der geraden Polare von p in Bezug auf f in einer 
festen Geraden e schneide. Diese Ordnungszahl ist die Anzahl der auf irgend 
einer Geraden liegenden, der eben ausgesprochenen Forderung genugenden 
Punkte. Wir haben also nur zu zählen, wieviel derartige Punkte auf der 
festen Geraden e selbst liegen, vorausgesetzt, dass wir etwa vorkommende 
j9- fache Punkte auch p-fach rechnen. Zuerst giebt es r Punkte q auf e^ 
in welchen Curven des Systems (.«/, v) berühren. Diese Punkte erfüllen jene 
verlangte Bedingung, weil sie die Gerade e selbst zur Tangente haben. Ausser- 
dem muss es aber auch jeder Punkt r auf e thun, der auf seiner eigenen 
geraden Polare in Bezug auf f liegt. Dies sind also die m Punkte, welche 
gleichzeitig auf e und auf der Curve m^^ Ordnung /liegen. Jeder dieser Punkte 
leistet das Verlangte offenbar /tmal, weil durch ihn fi Curven des Systems 
{fjy y), also auch ^ Tangenten hindurchgehen. Ausser diesen r Punkten q und 
diesen m ^-fachen Punkten r können auf e keine Punkte von der geforderten 
Art liegen. Denn, wenn keine der beiden in Rede stehenden Geraden, deren 
Schnittpunkt auf e liegen soll, mit e zusammenfällt, so ist eben dieser Punkt, 
in welchem sich die Tangente und die Polare schneiden, ein Punkt p, der 
auf seiner eigenen Polare liegt. Derartige Punkte waren aber nur die Punkte r. 
F&Ut nun die Tangente mit e zusammen, so erhalten wir die Punkte q als 
dem gesuchten Orte angehörig. Endlich kann die Polare nicht mit e identisch 
werden, während ihr Pol auf e liegen soll, weil dann die feste Gerade die 
feste Curve f berühren müsste, welchen Fall wir ausschliessen. Weil also 
der gesuchte Ort mit einer Geraden nicht mehr und nicht weniger als v+miLL 
Punkte gemein hat, so ist er von der Ordnung v+mfi^ schneidet also die 
Curve m^^^ Ordnung f in m{v + miLi) Punkten. Jeder dieser Punkte von f 
muss die Eigenschaft haben ,. dass seine gerade Polare in Bezug auf f, das 
heisst hier die Gerade, welche f in ihm berührt, sich mit der Geraden, welche 
in ihm eine Curve des Systems berührt, auf e schneide. Solch ein Punkt, 
als Berührungspunkt sowohl einer Tangente an f, als auch einer Tangente an 
eine Curve des Systems, muss also, in jedem Falle, wo beide Tangenten nicht 
zusammenfallen, ihr Schnittpunkt sein und auf e liegen. Gleichzeitig lagen 
aber auf f und auf e nur die m u- fachen Punkte r. Es bleiben also 
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Punkte als Berührungspunkte zusammenfallender Tangenten äbrig; woraus sich 
ergiebt, dass m[(m— l)/i + i/] Punkte auf /liegen, in welchen Curven des 
Systems (/i^ v) berfihren, oder, mit anderen Worten , dass die Parameter der 
Berührung einer ebenen Curve m^^^ Ordnung a=fii(m— I), /3 = m sind, ein 
Resultat, welches wir jetzt bei der Bestimmung der Berflhrungsparameter fflr 
Flächen benutzen werden. 

§. 3. Wir denken uns ein System {ifyV^Q) von Flächen beliebiger 
Ordnung, und ausserdem eine Fläche m^^^ Ordnung F, und suchen nun die 
Ordnung des Ortes eines Punktes P von der Beschaffenheit zu bestimmen, dass 
die Ebene, welche in ihm eine Fläche des Systems berührt, sich mit der Polar- 
ebene von P in Bezug auf F in einer Geraden schneide, die auf einer festen 
Ebene E liege. Zu dem Zwecke zählen wir die auf E liegenden, dieser 
Forderung Genüge leistenden Punkte. Zuerst sind dies die q Punkte ^^ in 
welchen E von q Flächen des Systems (u, v, ^f) berührt wird, weil die Ebene, 
welche in einem solchen Punkte eine durch ihn gehende Fläche berührt, die 
feste Ebene selbst ist. Ausserdem genügt der vorliegenden Bedingung auch 
jeder Punkt R auf £, der auf seiner eigenen Polarebene in Bezug auf F liegt, 
wenn die Gerade, in welcher diese Ebene E schneidet, auch Schnittgerade 
der Ebene ist, welche in R eine Fläche des Systems berührt. Ein solcher 
Punkt rouss also auf der ebenen Curve m^^ Ordnung f liegen, welche E aus 
F ausschneidet, und die Tangente, welche f in ihm berührt, mnss ferner in ihm 
auch eine der Curven berühren , welche E aus dem Flächensysteme {a, v, q) 
ausschneidet. Diese Curven bilden aber ein System (u, v), in welchem es also 
nach §.2 w[(m— l)/^+y] Curven giebt, die /berühren. Demnach erhalten 
wir ebensoviel Punkte R. Ausser den Punkten Q und R kann es auf E keine 
Punkte geben, welche die in Rede stehende Bedingung erfüllen. Denn ein 
Punkt, welcher dies thut, muss entweder auf seiner eigenen Polarebene liegen, 
und dieses leisten die Punkte R, oder, wenn das nicht der Fall ist, so moss 
olno der beiden Ebenen, die Tangentialebene oder die Polarebene, mit E zq- 
Ifimmenfallen; dieses kann nur die erstere sein, und so haben wir die Punkte 
Q erhalten. Der Ort, dessen Ordnungszahl wir suchten, hat also mit einer 
Ebene nicht mehr und nicht weniger, als m[(fii~l}a+i^]-f'(> Punkte gemein, 
ist deshalb eine Raumcurve, deren Ordnung diese Zahl angiebt. Diese Curve 
schneidet die Fläche m^^ Ordnung F in fii[m(fii— l)|t+fitv-f (i] Punkten; und 
jeder dieser Schnittpunkte muss Berührungspunkt sowohl einer Tangentialebene 
an F, wie auch an eine Fläche des Systems sein, also, wenn beide Ebenen 
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nicht zusammenfallen, auf ihrer Schnittgeraden, d. h. auf E liegen. Da nun 
mlf^n—l) fi+v\ Funkte F und E gemeinsam angehören, so bleiben 

iii[iii(m— l).tt + mv+p] — m[(m— l)^+a^] = m[(iii— l)^/^+(iii— l)y+p] 

Punkte äbrig, fär welche die beiden Ebenen zusammenfallen, und welche also 
gleichzeitig die Berührungspunkte einer Tangentialebene an F wie auch an 
eine Fläche des Systems s ein müssen, also die Punkte sind, in welchen J^ von 
Flächen des Systems (u^ v^ q) berührt wird. Somit haben sich als Parameter 
der Bedingung, eine Fläche m^^ Ordnung zu berühren, ergeben: a=iii(m— 1)\ 
ß = m(m— 1), y = 1». Ist m = 2 , so folgt a = /? = y = 2. Da es in einem 
Flächenbüschel n^^^ Ordnung eine Fläche giebt, welche durch einen gegebenen 
Punkt geht, 2(w— 1), welche eine gegebene Gerade berühren, und 3(fi— 1)% 
welche eine gegebene Ebene berühren, so erhalten wir, indem wir in der 
oben gefundenen Formel /i = l, v = 2(ii--l), p = 3(ii — 1)^ setzen, 
m(m — lf+2m(m — l)(i»—l) + 3iii(ii— 1)^ als den Ausdruck für die Anzahl der 
Flächen eines Flächenbüschels, welche eine gegebene Fläche m^^^ Ordnung be- 
rühren*). In ahnlicher Art, wie die Berührungsparameter eben bewiesen sind, 
lassen sich viele der in den Comptes rendus angegebenen Parameter von Be- 
dingungen erhärten. 

§. 4. Kennt man die Parameter aller gegebenen Bedingungen, so lässt 
sich die Bestimmung der Anzahl der diesen Bedingungen genügenden Flächen 
dadurch, dass man jene Parameter nach einander in die Formel a/j^+ßv+^ff 
einführt, auf gewisse Fundamentalaufgaben zurückführen, deren vollständige 
Lösung für Flächen zweiter Ordnung zu dieser Arbeit Veranlassung gegeben hat. 
Sie bestehen in der Bestimmung der Anzahl der Flächen s^^^ Ordnung, welche 
durch m Punkte gehen, n Gerade und r Ebenen berühren, wo m+n+r natür- 
lich gleich ^* 2 3 — ^ *^*' ^*^ Flächen zweiter Ordnung wer- 
den ein Beispiel abgeben, wie die eben erwähnte Zurückführung geschieht. 

Die 9 Bedingungen, welche zur endlichdeutigen Bestimmung einer 
Fläche zweiter Ordnung gegeben sein müssen, mögen Z|, Zj, ... Zg, ihre 
Parameter entsprechend «i, /i^, ^i; a^^ ßz^ ^2; ... «99 /?9, ^9 sein. Ferner 
möge künftig immer eine Klammer, welche 9 Bedingungen einschliesst, die 
Anzahl der ihnen genügenden Flächen zweiter Ordnung bedeuten, eine Klammer 



*) Analytisch aufgefaset, ist diese von Herrn Salmon zuerst angegebene Zahl der 
Grad der BediDgungsgleichuDg; dass eine Fläche nter Ordnung eine Fläche mter Ordnung 
berühre, — in den Coefficienten der Gleichung der erstem. 
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aber, welche 8 Bediogungea eiBscUiessl , das Systen der Flächen darstellen, 
welche diesen Genüge leisten. Emllidi bezeichnen wir die Bedingung, m ge-* 
gebene Punkte za enthalten, durch f, m Gerade zu berühren, durch g% und 
r Ebenen zu berühren, durch e^. Dann ist zuerst: 

(Zi, Z,, ... Z>^ = «i .p'tZj, -..Z| -ri^i.'jSZj, ... Z9)4-7i(c',Z2, ..• Z9). 

So haben wir für Zi die Parameter a,, .J|. /| von Z| eingeführt In jedem 
der drei Glieder rerfahren wir nun ebenso mit Z^, und erhalten: 

* ^1 % M0%m • • • ^^1^ 

= «iIe,;c\z,...z;>;iy,3Sz,...z,Hr2(i>ScS-Z3...Ä,)] 

-r ;!?..>, pS 3*, Z,...Z,^ -t-Ä S. Z, ... Z,)-f ;^,(äS t\ Z3 ... Z,)] 
-f-ri[^3 tV €*,Z, ... Z,>ii y,cS Z3 ... Z,)+y,:c\ Z3 ...Z,)], 
oder, wenn fiir zusaBBettfasseii. 

+ K(ixYrr7uK:i\<\Tn^^^'. ^ ^i^i-rc./.X'c', |>', Z3...Za)+ ia,ß,+ß,a,)ip\Q\Z,...Z^) 

Das Bildungsgeseta der so nacheinander zu gewinnenden Ausdrücke ist bald 
Btt durchschauen. Wir erhalten nach der neunten und letzten Substitution 
einen Ausdruck^ ans welchem die 9 Zeichen Z|, ... Z9 entfernt sind, und in 

welchen dafilr die 9.3 Parameter, sowie die ,' =55 Grössen (p^^g", e'') 

eingetreten sind. Dieser Ausdruck ist mit -2*[(|)-,9-, cO-2*(a(">,/3^*>,/'^>}] zu 
beaeichnea^ wenn man das erste Summenzeichen auf alle möglichen verschiedenen 
Trii^el der GriVssen m« »^ r bezieht, dabei aber immer die Bedingung festhält, 
da$ jedes der m^ n^ r nur Null oder eine positive ganze Zahl sein kann, und 
m^ i»+r immer gleich 9 sein muss; und wenn man femer unter ^(a^"\ ß^*\ y^'^^) 
dio Summe aller möglichen verschiedenen Producte von m der Grössen 
Uxs ^is . . . ct^% I» der Grössen ßi^ ßi^ ... /ij, und r der Grössen ;^|, 72, . • 79 
versteht» jedoch so^ dass jedes Product jeden der 9 Indices 1,2, ...9 einmal 
und Miw^ einmal enthSit. DemgemSss enthält ein Glied (»>*, 3% c") 2{a^'^\ ß^''\ y^"^) 
iuuiUT I \-T derartige Producle in sich. Ein Coefßcient (l>*9 3%c'^J, für den 

wir von jetzt an kürzer (m^ii^r) sagen wollen, drückt dabei immer die An- 
zahl dor Flächen aus, welche m Punkte enthalten, n Geraden und r Ebenen 
bi^rOhrtMt, d. h. nur tlemtntartm Beämgungem genfigen, wenn wir nämlich unter 
t^ini^r t^lenienlnren Bedingung mit Herrn Ckasles eine solche verstehen, welche nur 
vt^rtmigi« ^i<^*^ <>i>^ Punkt auf der Fläche liegen, dass eine Gerade, oder dass 
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eine Ebene sie berühren solle. Die Gesammtheit aller denselben 8 elementaren 

Bedingungen genügenden Flächen, wollen wir entsprechend Elementarsystem 

9 10 
nennen. Dann sind die Charakteristiken der ' ^ =45 Elementarsysteme nichts 

Anderes, als die 55 (m^ n^ r), die deshalb Elementarcharakteristiken heissen sollen. 
Die Kenntniss derselben kann uns, wie oben gezeigt ist, die Frage beantworten, 
wieviel Flächen zweiter Ordnung irgend welchen 9 einfachen *) Bedingungen 
Zi, Z2, ... Z«) genügen. Jene Zahlen {m^ n^ r) hat Herr Chasles in einer seiner 
letzten in das Gebiet der Charakteristikentheorie gehörenden Abhandlungen ohne 
irgend welchen Nachweis angegeben. Da, soviel mir bekannt, nie eine Be- 
gründung dieser Zahlen publicirt ist, so soll es jetzt hier meine Aufgabe sein, 
die Elementarsysteme einer eingehenderen Untersuchung zu unterwerfen, um 
dadurch die Zahlen von Herrn Chasles zu beweisen. 

§. 5. Dazu sind einige fundamentale Betrachtungen aus der Geometrie 
der Lage unumgänglich nothwendig. Wie die Punkte und die Geraden, welche 
in einer Ebene liegen, Elemente der Ebene, und reciprok die Ebenen und die 
Geraden, welche durch einen Punkt gehen, Elemente des Punktes heissen, so 
sollen auch die Geraden, welche eine Gerade schneiden, — Punktgerc^en — , 
sowie die Geraden, welche mit ihr in einer Ebene liegen, — Ebenengeraden — , 
Elemente dieser Geraden genannt werden. Obwohl zwar diese beiden Be- 
griffe, Punktgeraden und Ebenengeraden, sich decken, so wird die Unter- 
scheidung sich dennoch als zweckmässig erweisen. Wie. nun als Gebilde 
zweiter Ordnung der Kegelschnitt der Geometrie der Ebene, der Kegel der 
Geometrie des Punktes angehört, so gehört der Geometrie der Geraden ein 
Gebilde an, welches entweder als Schnitt zweier Ebenen aufgefasst werden 
kann, auf dem zwei ausgezeichnete Punkte liegen, oder als Verbindungsgerade 
zweier Punkte, durch welche Gerade zwei ausgezeichnete Ebenen gehen, 
was reciprok und gleichbedeutend ist. Dieses Gebilde wollen wir begrenzten 
Ebenenschnitt, die beiden ausgezeichneten Punkte Hauptpunkte, die beiden 
ausgezeichneten Ebenen Hauptebenen, und die Gerade, welche als Verbindung 
der Hauptpunkte oder als Schnitt der Hauptebenen erscheint, Hauptgerade 
nennen. Dass der begrenzte Ebenenschnitt als das der Geometrie der Geraden 
angehörige Gebilde zweiter Ordnung dem Kegelschnitt und dem Kegel an die 



*) Es darf nicht unerwähnt bleiben, dass diese ^anze Entwicklung die gegebenen 
Bedingungen als einfache voraussetzt, d. h. analjtiscn ausgedrückt, als solche; welche 
nur eine oedingungsgleichung liefern; wonach also z. B. Bedingungen, wie eine Gerade 
zu enthalten, doppelt oder dreipunktig zu berühren, ausgeschlossen sind. 
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Seite gestellt werden muss, geht aus der in §. 6, §.7 und §. 8 gemachten 
Zusammenstellung der charakteristischen Eigenschaften dieser drei Gebilde hervor. 
. §. 6. Es sind nämlich die Elemente : 
a) des Kegelschnitts seine Punkte und seine Tangenten, 
6) des Kegels seine Ebenen und seine Tangenten, d. h. die ihn erzeugenden 

Geraden, 
c) des begrenzten Ebenenschnitts die durch seine beiden Hauptpunkte 
gehenden Punktgeraden, und die auf seinen beiden Hauptebenen liegenden 
Ebenengeraden. 

Ausser diesen Elementen ziehen wir noch in den Kreis unserer Be- 
trachtung : 

a) beim Kegelschnitt seine Tangentialebenen, d. h. die durch seine Tangenten 
gehenden Ebenen, und seine Treffgeraden, d. h. die durch seine Punkte 
gehenden Geraden; 

b) beim Kegel seine Punkte, d. h. die auf seinen Tangenten liegenden 
Punkte, und seine Treff geraden ^ d. h. die auf seinen Ebenen gelegenen 
Geraden ; 

c) beim begrenzten Ebenenschnitt seine Punkte, d. h. die auf seinen Ebenen- 
geraden, also auf seinen Hauptebenen liegenden Punkte, und seine Tan- 
gentialebenen, d. h. die durch seine Punktgeraden, also durch seine 
Hauptpunkte gehenden Ebenen. 

§.7. Die Analogien treten am deutlichsten hervor, wenn wir diese 
drei Gebilde zweiter Ordnung mit den Grundgebilden erster Stufe, d. h. mit 
denen, welche eine einfach unendliche Mannichfaltigkeit ihrer Elemente dar- 
bieten, also mit der geraden Punktreihe, dem EbenenbQschel und dem Strahl- 
bflschel in Beziehung setzen, was durch die folgende Zusammenstellung ver- 
deutlicht wird: 

a) Der Kegelschnitt hat mit jeder geraden Punktreihe, deren Tr&ger in seiner 
Ebene liegt, und mit jedem Strahlbüschel, dessen Ebene seine Ebene ist, 
zwei Elemente gemein; 

b) der Kegel hat mit jedem Ebenenbüschel, dessen Träger durch seinen 
Mittelpunkt geht, und mit jedem Strahlbüschel, dessen Mittelpunkt sein 
Mittelpunkt ist, ztcei Elemente gemein; 

c) der begrenzte Ebenenschnitt hat mit jedem Strahlbüschel, dessen Mittel-- 
punkt auf seiner Hauptgeraden liegt, und mit jedem Strahlbüschel, dessen 
Ebene durch seine Hauptgerade geht, zwei Elemente gemein. 
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§. 8. Setzen wir die drei Grundgebilde erster Stufe zu den drei Ge- 
bilden zweiter Ordnung in eine solche Beziehung, dass jedesmal die Lage 
des einen von der Lage des andern ganz unabhängig ist, so erhalten wir 
Folgendes : 

a) Jeder Ebenenbüßchel und jeder Strdhlbüßchel enthält zwei Elemente, welche 
zwei Tangentialebenen resp. zwei Treffgeraden eines beliebigen Kegel- 
schnitts sind; 

b) jede gerade Punktreihe und jeder Strahlbüschel enthält zwei Elemente, 
welche zwei Punkte resp. zwei Treffgeraden eines beliebigen Kegels sind ; 

c) jede gerade Punktreihe und jeder Ebenenbiischel enthält zwei Elemente, 
welche zwei Punkte resp. zwei Tangentialebenen eines beliebigen be- 
grenzten Ebenenschnitts sind. 

§. 9. Da ferner 

a) eine Ebene durch 3, ein Kegelschnitt aber durch 5 Bedingungen bestimmt 
ist, wenn seine Ebene bekannt ist; 

b) ein Punkt durch 3, ein Kegel aber durch 5 Bedingungen bestimmt ist, 
wenn sein Mittelpunkt bekannt ist; 

c) eine Gerade durch 4, ein begrenzter Ebenenschnitt aber auch durch 4 Be- 
dingungen bestimmt ist, wenn seine Hauptgerade bekannt ist; 

so gehören zur vollständigen Bestimmung 

a) eines Kegelschnitts 3 + 5 = 8 Bedingungen, 

b) eines Kegels 3 + 5 = 8 Bedingungen, 

c) eines begrenzten Ebenenschnitts 4+4 = 8 Bedingungen. 

§. 10. Wenn wir nun die Forderung stellen, dass die beiden Elemente 
zusammenfallen, welche nach §. 7 : 

a) ein Kegelschnitt a) mit jeder geraden Punktreihe gemein hat, deren 
Träger in seiner Ebene liegt, so erhalten wir einen Kegelschnitt, dessen 
Punkte eine gerade Punktreihe g bilden, und dessen Tangenten zwei 
Strahlbuschel bilden, deren Mittelpunkte auf g liegen, ein Gebilde, das 
mit „$" bezeichnet werden soll; ß) mit jedem Strahlbfischel gemein hat, 
dessen Ebene seine Ebene ist, so erhalten wir einen Kegelschnitt, dessen 
Tangenten einen Strahlbfischel p bilden, und dessen Punkte zwei gerade 
Punktreihen bilden, deren Träger durch p gehen, ein Gebilde, das mit 
9®^ bezeichnet werden soll; 

b) ein Kegel a) mit jedem Ebenenbfischel gemein hat, dessen Träger durch 
seinen Mittelpunkt geht, so erhalten wir einen Kegel, dessen Ebenen ein 
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Ebenenbuschel g bilden, und dessen Tangenten zwei Strahlbflschel bilden, 
deren Ebenen durch g' geben, ein Gebilde, das mit „$'^ bezeichnet 
werden soll; ß) mit einem Strahlbüscbel geraein hat, dessen JMittelpuniit 
sein Mittelpunkt ist, so erhalten wir einen Kegel, dessen Tangenten 
einen Strahlbüscbel p' bilden, und dessen Ebenen zwei Ebenenbuschel 
bilden, deren Träger Strahlen von p' sind, ein Gebilde, das mit ^®'^ 
bezeichnet werden soll; 
c) ein begrenzter Ebenenschnitt a) mit jedem Strahlbflschel gemein hat, dessen 
Mittelpunkt auf seiner Hauptgeraden liegt, so erhalten wir einen begrenzten 
Ebenenschnitt, dessen Ebenengeraden ein ebenes Geradensyslem *) e bilden, 
d. h. dessen Hauptebenen zusammengefallen sind, und dessen Punktgeraden 
nach wie vor zwei Strahlbflndel bilden, deren Mittelpunkte auf e liegen, 
ein Gebilde, das mit ^^^ bezeichnet werden soll; ß) mit jedem Strahl- 
bflschel gemein hat, dessen Ebene durch seine Hauptgerade geht, so er- 
halten wir einen begrenzten Ebenenschnitt, dessen Punktgeraden ein 
Strahlbflndel e* bilden, d. h. dessen Hauptpunkte zusammengefallen sind, 
und dessen Ebenengeraden nach wie vor zwei ebene Geradensysteme 
bilden, deren Ebenen durch e' gehen, ein Gebilde, das mit „S3'^ be- 
zeichnet werden soll. 
^ und ® haben also das Aussehen von Pnnktenpaaren , ® und ®' von Ge- 
radenpaaren, $' und S3' von Ebenenpaaren, konnten jedoch deshalb nicht so 
genannt werden, weil z. B. Punkte des Kegelschnitts $ nicht bloss die 
zwei Punkte sind, welche das Paar bilden, sondern vielmehr sammtliche Punkte 
ihrer Verbind ungsgeraden. Ferner wäre hier noch zu erwähnen, dass Kegel- 
schnitte $ und ®, K^el ^' und ®\ sowie begrenzte Ebenenschnitte So und 
& je durch eine Bedingung weniger bestimmt sind, als die aligemeinen Ge- 
bilde zweiter Ordnung. 

§.11. Ein Kegelschnitt $ oder @ ist also z. B. durch 4 Bedingungen 
bestimmt, wenn seine Ebene gegeben ist. 4 Bedingungen genflgen aber auch 
alle Kegelschnitte eines ebenen Kegelschnittsystems (fi, v). Folglich mflssen 



*) Wir fassen die Ebene sowohl als den Träger aller in ihr liegenden Punkte 
auf, — ebenes Punktsystem — , wie auch als den Träger aller in ihr liep^enden Ge- 
raden — ebenes GeradenBystem — , und reciprok den Punkt als den Träger aller 
durch ihn gehenden Ebenen — Ebenenbündel — , wie auch als den Träger aller 
durch ihn gehenden Geraden — Strahlbtindel — , und erhalten so rter Grundgebilde 
zweiter Stufe. 
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in einem solchen Systeme eine gewisse endliche Anzahl von Kegelschnitten ^ 
und ® vorkommen, da ja diese durch die 4 Bedingungen des Systems endlich- 
dentig bestimmt sind. Irgend eine in der Ebene dieses Systems liegende Gerade 
g schneidet nun jeden Kegelschnitt in zwei Punkten, welche in zwei Fällen 
zusammenfallen können, erstens, wenn g den Kegelschnitt berührt, und zwei- 
tens, we'bn dieser ein Gebilde $ ist, was aus §. 10, a) folgt. Jedem Punkte 
P auf g entsprechen aber /lc Punkte Q als zweite Schnittpunkte mit den fi 
durch P gehenden Kegelschnitten, und umgekehrt entsprechen auch jedem Q 
fi Punkte P, Es giebt auf g folglich 2^ Stellen, wo zwei so zugeordnete 
Punkte P und Q zusammenfallen, v dieser Stellen sind Beröhrungspunkte der 
Geraden mit Kegelschnitten des Systems (//^ v). Demnach bleiben 2fi^v 
Stellen übrig, wo Gebilde $ schneiden, und da jedes Gebilde $, das in dem 
Systeme vorkommt, g in zwei zusammenfallenden Punkten schneidet, so folgt 
der Satz: 

a) In einem ebenen Kegelschnittsystem {^lyv) giebt es 2fx—v Kegelschnitte ^*). 
Dem reciprok findet man, wenn man statt der Geraden g einen Strahlbüschel, 
statt der Kegelschnittpunkte Kegelschnitttangenten betrachtet: 

b) In einem ebenen Kegelschnittsyslem {(ji^^v) giebt es 2i^— a Kegelschnitte ® *). 
Analog dazu kommen in einem Systeme {v^ q) von Kegeln mit gemeinsamem 
Mittelpunkte 2() — y Gebilde ^' und 2v-q Gebilde ®' vor. 

§.12. Eine Fläche zweiter Ordnung hat drei Arten von Elementen, 
nämlich Punkte, die auf ihr liegen, Geraden, die sie berühren, und Ebenen, 
die sie berühren. Zwei Punkte hat sie mit einer geraden Punktreihe, zwei 
Gerade mit einem Strahlbfischel, und zwei Ebenen mit einem Ebenenbüschel 
gemein. Analog §.10 betrachten wir nun die drei besonderen Arten von 
Flächen, für welche diese gemeinsamen Elemente zusammenfallen, und zwar: 
d) Flächen „@", welche mit jeder geraden Pnnktreihe^ 

b) Flächen „Ä^, welche mit jedem Ebenenbüschel, 

c) Flächen ^@", welche mit jedem Strahlbüschel 

zwei zusammenfallende Elemente gemein haben. Was nun die Lage der Ele- 
mente jeder dieser drei ausgearteten Flächen angeht, so folgern wir: 
a) Eine Fläche @ hat zu ihren Punkten die Punkte eines ebenen Punkt- 
systems, zu ihren Tangenten die Treffgeraden, und zu ihren Tangential- 



*) Gf. den anders geführten Beweis von Herrn Chasles in den Comptes rendus, 
Bd. 58, S. 1173. 
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ebenen die Tangentialebenen eines in der Ebene dieses Ponktsystems 
liegenden KegehchmtU. 

b) Eine Fläche fl hat zn ihren Tangentialebenen die Ebenen eines Ebenoi- 
bündels, zu ihren Tangenten die Treffgeraden, und zu ihren Ponkten, die 
Punkte eines in diesem Ebenenbündel liegenden Kegek. 

c) Eine Fläche S hat zu ihren Tangenten die Elemente einer Geraded ($. 5), 
zu ihren Punkten die Punkte und zu ihren Tangentialebenen die Tangential- 
ebenen eines begrenzten EbenenschnittSy welcher diese Gerade zu seiner 
Hauptgeraden hat. 

§. 13. Daraus geht hervor mit Rficksicht auf $. 10: 

a) Der Kegelschnitt, welchen ein beliebiges ebenes Punkt- oder Geraden- 
system mit einer Fläche zweiter Ordnung gemein hat: 

a) wird zu einem ^, wenn die Fläche zu einem @ wird, 

ß) bleibt ein allgemeiner Kegelschnitt, wenn die Fläche zu einem ft wird, 

y) wird zu einem ®, wenn die Fläche zu einem S wird. 

b) Der Kegel, welchen ein beliebiges Ebenen- oder Strahlbändel mit einer 
Fläche zweiter Ordnung gemein hat: 

a) bleibt ein allgemeiner Kegel, wenn die Fläche zu einem @ wird, 
ß) wird zu einem $', wenn die Fläche zu einem 9 wird, 
y) wird zu einem ®', wenn die Fläche zu einem S wird. 

§. 14. Dass jede der drei Flächen @, fi, S durch eine Bedingung 
weniger, als eine allgemeine Fläche zweiter Ordnung, also durch 8 Bedingungen 
bestimmt ist, geht zuerst daraus hervor, dass die Bedingung, welcher die 
Punkte von @, die Ebenen von A oder die Tangenten von 6 in ihrer Lage 
genfigen mfissen, einer gegebenen Bedingung äquivalent ist. Dann wird es 
auch durch folgende Ueberlegung deutlich: 

a) die Ebene, auf welcher die Punkte eines @ liegen sollen, ist durch 3, 
der auf dieser Ebene liegende zu @ gehörige Kegelschnitt noch durch 
5 Bedingungen bestimmt; 

b) der Punkt, durch welchen die Ebenen eines 9 gehen sollen, ist durch 3, 
der Kegel, der diesen Punkt zum Mittelpunkt hat, und zu 9 gehört, noch 
durch 5 Bedingungen bestimmt; 

c) die Gerade, welche die Geraden eines @ schneiden sollen, ist durch 4, 
der begrenzte Ebenenschnitt, der diese Gerade zu seiner Hauptgeraden 
hat, auch durch 4 Bedingungen bestimmt. 
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§.15. Die 8 Bedingungen, welche zu einem System (/u^v^f)) von 
Fischen zweiter Ordnung gehören, bestimmen also auch Flächen @, j(, S 
endlichdeutig, d. h. unter den zu einem Systeme gehörenden Flächen zweiter 
Ordnung kommen eine gewisse Anzahl a von Gebilden ®, x von Gebilden 
St^ € von Gebilden S vor. Um diese Zahlen a^ x^ e als abhängig von den 
drei Charakteristiiien fi^ v^ q darzustellen, denken wir uns das Flächensystem 
(fx^v,Q) von einer Ebene geschnitten. Dann wird auf dieser durch jede 
Fläche ein Kegelschnitt, durch das ganze System ein ebenes Kegelschnitlsystem 
(jitf^r) bestimmt. Dieses enthält nach §. 11, a) 2jii—v Gebilde $, welche nach 
$. 13, a) die Schnitte der Ebene mit denjenigen Flächen des Systems sind, 
die in Flächen ® ausgeartet sind. Daher gilt der Satz: 

a) Die Anzahl der Flächen © in einem Systeme (.a^ v, p) von Flächen 
zweiter Ordnung betragt a = 2.u — r. 

Aus den e Gebilden (E schneidet die durch das System gelegte Ebene nach 
$.13, a) Kegelschnitte aus, die zu Gebilden ® geworden sind. Ausserdem 
hat die Ebene aber auch mit jeder der sie berührenden q Flächen ein Gebilde 
® gemein. Folglich muss das ausgeschnittene Kegelschnittsystem (fi^v) 
€+Q Kegelschnitte ® enthalten. Die Anzahl dieser Gebilde ist aber nach 
§.11, b) auch 2r—fi. Daher der Satz: 

b) Die Anzahl der Gebilde S in einem Systeme {fi, v^ q) von Flächen zweiter 
Ordnung beträgt € = 2i^— ,a— p. 

Sind ferner von einem Punkte aus an alle Flächen des Systems {fi, v, q) die 
Tangentialkegel gelegt , so wird dadurch ein System {v, q) von Kegeln mit 
gemeinsamem Mittelpunkte bestimmt, und die reciproken Betrachtungen ergeben 
dann erstens den Satz b) noch einmal, und zweitens: 

c) Die Anzahl der Gebilde Ä in einem Systeme {fi, v^ q) von Flächen zweiter 
Ordnung beträgt ;f=2(i--a^. 

Diese 3 Formeln für a, e^ x, gestatten uns, umgekehrt fiy v, p durch o^ b, x 
auszudrficken, nämlich: 

§• 16. Für jedes der 45 Elementarsysteme haben wir also drei solche 
Gleichungen, aber auch drei Unbekannte a^ e^ x. Da nun, wie schon in §. 4 

Journal ffir Mathematik Bd. LXXI. Heft 4. 48 
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erwähnt, die Charakteristiken sämmtlicher Elementarsysteme im ganzen nur 55 
Elementarcharakteristiken sind, weil das u eines Systems zugleich das v oder 
(f eines anderen seih kann, so fehlt uns also nichts weiter, als die Keiintiiiss 
von 55 der ^.45 Zahlen a, e, x, um alle übrigen a, f, x zu finden, und die 
55 Elementarcharakteristiken zu bestimmen ; vorausgesetzt allerdings, dass unter 
den bekannten 55 a^ e^ x nicht solche sind, die wegen der Formeln des §.15 
von einander abhängen. Sämmtliche 45 Zahlen e aber, sowie 21 Zahlen a 
und 21 Zahlen x ergeben sich durch kurze und übersichtliche geometrische 
Betrachtungen, bei denen wir der Kürze wegen ein System von Flächen mit 
den elementaren Bedingungen, m Punkte zu enthalten, n Geraden und r Ebenen 
zu berühren, wo m+n + r = 8 ist, mit (jn^n^r) bezeichnen. 

§. 17. Da sämmtliche Punkte einer Fläche @ in einer Ebene liegen 
müssen, durch mehr als 3 Punkte sich aber im allgemeinen keine Ebene legen 
lässt, so ist a = in jedem Systeme (m^is^r), wo iii>>3; und reciprok, da 
sämmtliche Ebenen einer Fläche ^ durch einen Punkt gehen müssen, mehr 
als 3 Ebenen sich aber im allgemeinen nicht in einem Punkte schneiden, so 
ist x:=0 in jedem Systeme (m^ n, r) , wo r > 3 ist. Damit sind schön 30 
Bestimmungen gemacht, weil nach dieser Bemerkung in 15 Elementarsystemen 
(y = und in 15 anderen x = ist. , 

§. 18. Was die Bestimmung einer Fläche @ durch 8 elementare Be- 
dingungen angeht, so wissen wir, dass alle gegebenen Geraden die Haupt- 
gerade schneiden, alle gegebenen Punkte auf den Hauptebenen liegen , und 
alle gegebenen Ebenen durch die Hauptpunkte gehen müssen. Sind nun drei 
Punkte gegeben, so liegen diese entweder alle drei auf einer Hauptebeue, be- 
stimmen dieselbe also, oder es liegt einer von ihnen auf der einen Hauptebenef, 
und die beiden andern auf der andern; dann bestimmen diese eine Verbindungs- 
gerade, welche als Ebenengerade die Hauptgerade schneiden muss. Sind vier 
Punkte gegeben, so können entweder drei auf einer Hauptebene liegen, die 
also dadurch festgelegt ist, oder die vier Punkte bestimmen auf jeder Haupt- 
ebene eine Verbihdungsgerade zweier, in welchem Falle die so erhaltenen 
beiden Geraden die Hauptgerade schneiden müssen. Sind fünf Punkte gegeben, 
so bestimmen drei die eine Hauptebene, die beiden andern Punkte aber auf 
der andern Hauptebene eine Yerbindungsgerade, welche die Hauptgerade 
schneiden muss. Sechs gegebene Punkte endlich legen die beiden Hauptebenen, 
also auch die Hauptgerade fest. Beachten wir nun noch, dass das Reciproke 
für drei, vier, fünf oder sechs gegebene Ebenen gilt, welche nur statt der 
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Hauplebeneii die Hauptpunkte und statt der Verbindungsgeraden Schnittgeraden 
bestimmen, welche auch die Hauptgerade schneiden müssen, erinnern wir uns 
ferner, dass es im allgemeinen keine Gerade giebt, die mehr als vier Geraden 
schneidet, oder die in einer bestimmten Ebene liegt, und mehr als zwei 
Geraden schneidet, so schliessen wir mit Rücksicht auf die obigen Bemerkungen, 
dass im Systeme (m, n^ r) jedesmal € = ist, wenn a) « > 4, b) » > 3 und 
m oder r>2, c) ii>>2 und m oder r>>3, d) w>l und m oder r>4, 
e) « > und m oder r > 5, f) m oder r >> 6. Demgemäss ist in 30 Ele- 
mentarsystemen € = 0. Die nunmehr erlangte Kenntniss von 60 jener 3.45 
Zahlen a^ s^ x reicht aber zur Auffindung der 55 Elementarcharakteristiken 
deshalb noch nicht aus, weil gewisse dieser Zahlen aus den anderen durch die 
Formeln des §.15 abgeleitet werden können. Wir kommen nun zur Be- 
stimmung von Zahlen a^ e, x, die von Null verschieden sind, wozu wir einige 
Bemerkungen vorausschicken mässen. 

§. 19. Ein Gebilde @ war als eine Fläche zweiter Ordnung definirt, 
welche von jeder geraden Punktreihe in zwei zmammenfallenden Punkten ge- 
schnitten wird. An jeder Stelle A der Ebene eines @ hat man sich also zwei 
Punkte Ai und A^ zu denken. Daher zählt ein Gebilde ®, welches der Be- 
dingung unterworfen ist, Funkt A zu enthalten, als Fläche eines Systems 
doppelt, nämlich als eine Ai und als eine A2 enthaltende Fläche. Sind zwei 
Punkte A und B gegeben, so ist ein durch A und B gehendes @ als Fläche 
eines Systems vierfach zu zählen, weil man sich vorstellen muss, dass in A 
zwei Punkte A^ und ^29 in J? eben so B^ und B2 vereinigt sind, und dass es eine 
Ax und ßi, eine Ai und J?2, eine An und J?i,'und endlich eine A^ und J?2 
enthallende Fläche, also im ganzen vier zusammenfallende ® giebt. Ebenso 
zeigt sich, dass ein drei Punkte enthaltendes @ im Systeme achtfach zu zählen 
ist. Durch die analogen Deductionen erhärtet man, dass ein fi zweifach, vier- 
fach, achtfach zu zählen ist, je nachdem es eine, zwei oder drei Ebenen ent- 
halten soll, und dass ein S zweifach, vierfach, achtfach, sechszehnfach zu 
zählen ist, je nachdem zu seiner Bestimmung eine, zwei, drei oder vier 
Geraden gegeben sind. 

§. 20. Durch drei gegebene Punkte ist die Ebene eines (S gerade 
bestimmt. Diese Ebene schneidet die ausserdem gegebenen Geraden und 
Ebenen in Punkten resp. Geraden, welche Punkte resp. Tangenten des zu @ 
gehörenden Kegelschnitts sind (§. 12, a)). Beachten wir nun §.19 und ferner, 
dass 1 Kegelschnitt bestimmt ist durch 5} P unkte oder 5 Tangenten, 2 durch 

^' *^>'i^- ^^ 48 * 
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4 Punkte und 1 Tangente oder 1 Punkt und 4 Tangenten, und endlich 4 
Kegelschnitte durch 3 Punkte und 2 Tangenten oder 2 Punkte und 3 Tangenten, 
so ergiebt sich: 

a) in (3, 5, 0) und (3, 0, 5) ist a = 1 .8; 

b) in (3,4,1) und (3,1,4) ist a = 2.8; 

c) in (3,3,2) und (3,2,3) ist a = 4.8. 
Reciprok dazu: 

a) in (0,5,3) und (5,0,3) ist ;f = 1.8; 

b) in (1,4,3) und (4,1,3) ist ;c = 2.8; 

c) in (2,3,3) und (3,2,3) ist ;c = 4.8. 

$.21. Was die Flächen @ anbetriiFl, so haben wir schon gefunden, 
dass in 30 Elementarsystemen ihre Anzahl' gleich Null ist. Die .äbrigen 15 
Systeme sind (2, 4, 2), (3, 3, 2) und (2, 3, 3), (4, 2, 2) und (2, 2, 4), (3, 2, 3), 
(5,1,2) und (2,1,5), (4,1,3) und (3,1,4), (6, 0,2) und (2,0,6), (5,0,3) 
und (3,0,5), endlich (4,0,4). Wir kommen nun dazu, das e jedes dieser 
Systeme mit Beachtung der Bemerkungen des §. 18 zu bestimmen; wobei 
wir nach Festlegung der Hauplgeraden einer Fläche d der Kürze wegen die 
sich dann von selbst ergebende Bestimmung der Hauptebenen und Hauptpunkte 
ausser Acht lassen werden, und wobei, wie wir im Voraus erwähnen, mit 
den ausserhalb der eckigen Klammern stehenden Zahlen wegen §.19 mnlti- 
plicirt ist. 

a) In (2,4,2) ist 6 = [2]. 16, weil die gegebenen vier Geraden von »irei 
Geraden gleichzeitig geschnitten werden können, welche Hauptgeraden 
von Gebilden S werden. 

b) In (3, 3, 2) ist « = [3.2J.8, weil die drei gegebenen Punkte dreimal die 
Verbindungsgerade zweier liefern, welche mit den drei gegebenen Geraden 
vier Geraden ausmachen, deren zwei gemeinsame Schnittgeraden Haupt- 
geraden von Flächen S werden. Reciprok ist in (2, 3, 3) auch € = [3.2] . 8. 

c) In (4, 2, 2) ist « = [3.2 + 4]. 4. Die vier gegebenen Punkte lassen sich 
nämlich zuerst dreimal in zwei Paare zerlegen, so dass dann die Ver- 
bindungsgeraden je zweier zu einem Paare gehöriger Punkte mit den 
beiden gegebenen Geraden vier Geraden ausmachen, welche zwei Haupt- 
geraden bestimmen. Ausserdem aber kann man auch von den vier ge- 
gebenen Punkten viermal drei abtrennen, auf deren Ebene die Schnittpunkte 
der beiden gegebenen Geraden eine Ilauptgerade fest legen. Reciprok 
dazu ist in (2, 2, 4) auch « = [3 . 2 + 4] . 4. 
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d) In (3,2,3) ist €=: [3.3. 2].4. Von den drei gegebenen Punkten lassen 
sich nfimlich auf dreifache Weise zwei Punkte absondern, von den drei 
gegebenen Ebenen auf dreifache Weise zwei Ebenen. Dann machen die 
Yerbindungsgeraden zweier so abgesonderter Funkte, die Scbnittgeraden 
zweier so abgesonderter Ebenen und die beiden gegebenen Geraden vier 
Geraden aus, welche zwei Hauptgeraden bestimmen. 

e) In (5,1,2) ist £ = [10]. 2, weil sich von den fünf gegebenen Punkten 
auf zehnfache Weise drei absondern lassen, auf deren Ebene die Ver- 
bindungsgerade der beiden andern Punkte und die gegebene Gerade zwei 
Schnittpunkte bestimmen, deren Verbindung eine Hauptgerade wird. Re- 
ciprok dazu ist in (2,1,5) auch € = [10]. 2. 

f) In (4,1,3) ist t = [3. 3.2 + 4. 3]. 2. Von den drei gegebenen Ebenen 
können wir nämlich auf dreifache Weise zwei absondern; die vier ge- 
gebenen Punkte aber liefern zuerst drei Paare von Verbindungsgeraden 
je zweier. Dann machen ein solches Paar, die Schnittgerade zweier 
ausgesonderter Ebenen, und die gegebene Gerade vier Geraden aus, welche 
zwei Hauptgerade bestimmen. Von den vier gegebenen Punkten können 
wir aber auch auf eier verschiedene Arten drei absondern, auf deren 
Ebene die Schnittgerade zweier ausgesonderter Ebenen und die gegeben« 
Gerade zwei Schnittpunkte bestimmen, deren Verbindung etne {lauptgerade 
wird. Reciprok dazu ist in (3,1,4) auch « = [3. 3. 2+4. 3]. 2. 

g) In (6,0,2) ist £=10, weil sich die sechs gegebenen Punkte in zehn-- 
facher Weise in zwei Pnnkttripel zerlegen lassen, welche zwei Ebenen 
liefern, deren Schnittgerade eine Hauptgerade wird. Reciprok dazu ist 
in (2, 0, 6) auch 6 = 10. 

h) In (5,0,3) ist £ = 10.3. Die ffinf gegebenen Punkte bestimmen nämlich 
zehn Tripel von Punkten, und die drei gegebenen Ebenen drei Paare 
von Ebenen. Dann wird die Ebene jedes Punkttripeis von der Ver- 
bindungsgeraden der beiden nicht dazu gehörigen Punkte und von 
der Schnittgeraden jedes Ebenenpaares in zwei Punkten geschnitten, durch 
deren Verbindung wir eine Hauptgerade erhalten. Reciprok dazu ist 
in (3,0,5) auch « = 10.3. 

t) Endlich ist e in (4, 0, 4) gleich 3.3.2+4. 3+4 . 3. Die vier gegebenen Punkte 
liefern nfimlich zuerst drei Paare von Verbinduugsgeraden zweier Punkte, 
die vier gegebenen Ebenen drei Paare von Schnittgeraden zweier Ebenen. 
Jedes Paar von Verbindungsgeraden giebt dann mit jedem Paare von 
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Schniltgeraden s^wei Haaptgeraden als diejenigen Geraden, welche alle 
vier Geraden schneiden. Ferner wird die Ebene jedes der rter Punkt* 
tripel, welche durch die vier gegebenen Pnnkte bestimmt werden, von 
einem jeden jener drei eben erwähnten Scbnittgeradenpaare in zwei 
Punkten geschnitten, deren Verbindung eine Hauptgerade festlegt. Wenn 
wir reciprok von den vier gegebenen Ebenen eiermal je drei zusammen- 
fassen, 80 bestimmt der gemeinsame Schnittpunkt solcher drei Ebenen 
mit jedem der oben erwähnten drei Paare von Verbindungsgeraden zwei 
Ebenen, deren Schnitt eine Hauptgerade wird. 

§• 22. So hat uns denn , um die bisher gewonnenen Resultate zu- 
sammenzufassen, §.17 15 der Zahlen a und 15 der Zahlen x, §.20 noch 6 
der a und 6 der x^ und endlich §.18 und §. 21 sämmtliche 45 Zahlen t bestimmt. 
Diese 87 Bestimmungen vereint mit den Formeln des §.15 setzen uns in den 
Stand, sowohl die noch restirenden 24 Zahlen o und 24 Zahlen x^ als auch 
sämmtliche Elementarcharakleristiken zu finden, wobei wir noch eine Reihe 
von Bestätigungen erhalten müssen, da die Zahl der Gleichungen die Zahl der 
Unbekannten um 32 übersteigt. Die Bestimmung der 55 Elementarcharakte- 
ristiken war aber die Beantwortung der Frage, wie viel Flächen zweiter Ordnung 
durch m Punkte gehen, n Geraden und r Ebenen berühren, wo m + n+r = 9 
ist; eine Frage, auf welche wir in §. 4 die Bestimmung der Anzahl der Flächen 
zurückgeführt haben, welche irgend welchen 9 Bedingungen genügen, deren 
Parameter bekannt sind. 

Die unten folgende Tabelle, welche die Bestimmung der Elementar- 
charakleristiken zeigen soll, enthält von den Zahlen zweier reciproker Systeme 
immer nur die zu dem einen gehörigen, weil in zwei reciproken Systemen, 
d. h. solchen, wo m und r vertauscht sind, auch u sich mit q, und rr sich 
mit X vertauscht, während y und e denselben Werth behalten. Von den fünf- 
zehn Columnen der unten folgenden Tabelle enthält die zweite 25 Elementar- 
systeme; in den folgenden vier Columnen sind die von vorhergehenden Sy- 
stemen her bekannten Elementarcharakteristiken aufgeführt, wobei ein rechts 
daneben stehender Buchstabe anzeigt, dass sich die davor stehende Zahl u 
oder Q aus dem diesem Buchstaben ungehörigen vorangehenden Systeme 
ergiebt. Die dann folgenden drei Columnen für a^ e, x enthalten die sich 
aus $.17, §.18, §.20 und §.21 ergebenden, also schon bekannten Zahlen 
Oy €y x^ die nächsten fünf Columnen die dann mit Anwendung der Formeln 
des §.15 resnltirenden Werthe für //^ r^ f), a, x. Endlich sind in der letzten 
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Columne die 20 Elementarsysteme aufgeföhrl, welche den 35 der zweiten 
Columne reciprok und ungleich sind. 



$.23. Tabelle der Elemenlarsysteme (cf. §. 23). 
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Hiernach haben sich die von Herrn CAa«/f8 angegebenen Zahlen, welche 
die Anzahl der neun elementaren Bedingungen unterworfenen Flfichen zweiter 
Ordnnng ansdrAcIten sollen, als richtig erwiesen. 

$.34. Unsere Methode, diese Zahlen zu bestimmen, hat uns gleich- 
zeitig die Zahlen geliefert, welche angeben, wieviel Gebilde @, €, ß acht ele- 
mentaren Bedingungen genügen. Davon waren die 45 der t, sowie 31 der a und 
21 der ;; schon früher gefunden. Die Beziehung, welche eine Flfiche © zu einem 



384 Schubert, zur Theorie der Charakteristiken, 

Kegelschnitt, und eine FlSche ^ zu einem Kegel hat (§. 12), zeigt uns, dass 
aus den durch die obige Tabelle neu erhaltenen 24 Zahlen a und 24 Zahlen 
k sofort 2.24 Angaben über Kegelschnitte und Kegel folgen, von denen ich 
nur einige beispielsweise anfahren möchte. Aus a) a = 4 . 4 *) in (2, 0, 6), 

b) a = 4.8 in (2,1,5), c) a = 4.16 in (2,2,4), d) a = 4.24 in (2,3,3), 

e) (T = 4.24 in (2,4,2), f) a = 4tA4 in (2,5, 1), g) a = 4.8 in (2,6,0) 
folgen sieben Angaben, von denen z.B. die aus d) resultirende heisst: 

Jedes Ebenenbüschel enthält 24 Ebenen, eon denen jede 3 beliebig 
gegebene Geraden und 3 beliebig gegebene Ebenen in 3 Punkten und 3 Ge-- 
roden schneidet, welche Elemente eines und desselben Kegelschnitts sind. 

Daraus würden weiter Sätze folgen, wie z.B., wenn wir die aus a) 
und g) folgenden Angaben nehmen: 

Alle die Ebenen, welche sechs beliebige Ebenen in einem Brianchon- 
sehen Sechsseit schneiden, umhüllen eine Fläche von der vierten Klasse und: 

Alle die Ebenen, welche sechs beliebige Geradett in einem Pascalschen 
Sechseck schneiden, umhüllen eine Fläche von der achten Klasse. 

Ferner folgen aus a) (7 = 2.6 in (1,0,7), b) a = 2.12 in (1,1,6), 

c) (7 = 2.24 in (1,2,5), d) a = 2.48 in (1,3,4), e) a = 2.72 in (1,4,3), 

f) a = 2.76 in (1,5,2), g) a = 2.'52 in (1,6,1), h) a = 2.34in (1,7,0), 
acht Angaben, von denen z. B. die sich aus f) ergebende lautet: 

Ein Ebenenbündel enthält 76 Ebenen, von denen jede 5 gegebene 
Geraden und 2 gegebene Ebenen in 5 Punkten und 2 Geraden so schneidet, 
dass der durch die fünf Punkte bestimmte Kegelschnitt von diesen beiden Ge- 
raden berührt wird. 

Endlich folgen aus a = 4 in (0,0,8), (t = 8 in (0,1,7), a=16 in 
(0,2,6), a=32 in (0,3,5), a=64 in (0,4,4), a=104 in (0, 5, 3), (7=128 
in (0,6,2), a = 116 in (0,7,1) und a = 92 in (0,8,0) die neun Angaben 
aber die Anzahl der Kegelschnitte, welche n gegebene Geraden schneiden 
und r gegebene Ebenen berühren, wo ii + r = 8 ist! Die letzte dieser An- 
gaben sagt aus: 

Es giebt 92 Kegelschnitte, welche 8 gegebene Geraden schneiden^*). 



*) Die Factoren 4, und nachher 2 sind wegen §. 19 abgesondert^ wo gezeigt 
ist, dasB bei zwei gegebenen Punkten jedes @ vierfach, und bei einem gegebenen Punkte 
zweifach zu zählen ist. 

^^) Dies ist schon von Herrn Lüroth in einer Bd. 68 dieses Journals enthaltenen 
Abhandlung bewiesen. 
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Von den reciproken Sätzen über Kegel will ich nur beispielsweise 
anfahren : 

Der Ort der Mittelpunkte aller durch 7 Punkte gehenden Kegelflächen 
ist eine Raumcurve eon der sechsten Ordnung ^ weil x = 2.6 in (7,0,1). 
Ferner : 

Der Ort der Mittelpunkte aller durch 6 Punkte gehenden Kegelflächen 
ist eine Fläche vierter Ordnung, weit x = 4.4 in (6, 0, 2). 

Wenn wir gegebene Geraden berücksichtigen, so kommt unter anderem: 

Der Ort der Mittelpunkte aller Kegel flächen, welche von 7 gegebenen 
Geraden berührt werden, ist eine Raumcurve von der 34*®" Ordnung, weil 
X = 2.34 in (0, 7, 1). Ferner: 

Der Ort der Mittelpunkte aller Kegelflächen, welche von 6 gegebenen 
Geraden berührt werden, ist eine Fläche von der achten Ordnung, weil 
x = 4.8 in (0, 6, 2). Schliesslich : 

Es giebt 128 Kegel flächen, welche durch 2 gegebene Punkte gehen^ 
und 6 gegebene Geraden berühren: 

§. 25. Die eben gefundenen Angaben über Kegelschnitte und Kegel 
bilden die Grundlage zu einer Entwickelung der Theorie der Charakteristiken 
für beliebig im Räume gelegene Kegelschnitte und Kegel. Zu erwähnen wäre 
dabei, dass die Bedingung, einen Punkt zu enthalten, für einen Kegelschnitt 
Doppelbedingung ist, und ebenso für einen Kegel die Bedingung, dass eine 
gegebene Ebene eine seiner umhüllenden Ebenen sein soll. Das Schneiden 
einer Curve aber ist z. B. eine einfache Bedingung für einen im Räume be- 
liebig liegend gedachten Kegelschnitt. Beispielsweise wollen wir uns die 
Aufgabe stellen, die Anzahl der Kegelschnitte zu bestimmen, welche 8 ge- 
gebene Raumcurven C*«, C% C"^ ... C"* von den Ordnungen »i, i»2 • • . it^ 
schneiden. Zu dem Ende denken wir uns die Gesammtheit der Kegelschnitte, 
welche 7 einfachen Bedingungen genügen, und nennen dieselbe ein System 
(y, (>), wenn v jener Kegelschnitte irgend eine Gerade schneiden und () irgend 
eine Ebene berühren. Da also von den zweifach unendlich vielen Funkten 
aller Kegelschnitte eines Systems {r^Q) auf jeder Geraden r liegen, so ist 
ihr Ort eine Fläche y^^^ Ordnung. Diese schneidet daher eine gegebene Raum- 
curve C von der Ordnung n in n.v Punkten. Durch diese gehen also n.v 
Kegelschnitte, welche die einzigen sind, die C schneiden können. Verfahren 
wir nun ähnlich, wie bei der Herleitung des Ausdruckes (Zi, Z2 ... Z9) in 
§.4, so erhalten wir zuerst, dass die Anzahl der Kegelschnitte, welche 
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C% C"% C' . . . C"' schneiden, «imal so gross ist, als die Anzahl der Kegel- 
schnitte, welche eine gegebene Gerade und C% C"» ... C"" schneiden, ond 

schliesslich, dass sie n^.th-fh ••• n» mal so gross ist, als die Anzahl der 

« 

Kegelschnitte, welche 8 gegebene Geraden schneiden, d. h. wegen a = 92 in 
(0, 8, 0), gleich 92. n^.th ... % ist. Demnach ist die Anzahl der Kegelschnitte, 
welche 8 Kegelschnitte schneiden, 92. 2^ 

§. 26. Die durch die Tabelle des §. 23 erlangte Kenntniss der Ele- 
mentarcharakteristiken setzt uns jetzt in den Stand, die in §. 4 entwickelte 
Formel 

(Z„Z„Z3...Zo) = .Z[(m,n,r):^(aW/i(»)/')j] 

anzuwenden. Wir wissen z. B. alis §.3, dass die Bedingung, eine Fläche 
zweiler Ordnung zu berühren, die Parameter a = 2, /i = 2, ;^=2 hat. Um 
also daraus die Anzahl der Flächen zweiter Ordnung zu berechnen, welche 
9 gegebene berühren, setzen wir für jede der 27 Grössen a, , /iJ^, y,, . . . a,j, /Jg, y^ 
den Werth 2 ein, sowie für die 55 Grössen (w, «, r) die aus der Tabelle re- 

(m, «, r) . . ', . 
^ ^ ' ^ mlnlrlJ 

= oo Q,r 2.i + 92 2(2 + 3 + 92) 2(4 + 9 + 80) 
L 0!0!9! "^ ü!l!8! "^ 0!2!7! 

2(8 + i7 + 56) 2(16+21+32) 2.6 + 104 
■^ 0!3!6! + 0!4!5! + 1!1!7! 

2(12+18 + 104) 2(24 + 34 + 80) 2.48 + 42 
"^ 1!2!6! "^ 1!3!5! + 1!4!4! 

2.36 + 128 2(72 + 68 + 112) 104 T 

+ 2!2!5! + 2!3!4! + 3!3!3! J 

= 666841088 ak die Amahl der Flächen zweiter Ordnung , toelche neun 
gegebene berühren, 

Berlin, den 18. März 1870. 
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lieber den Feuerbachschen Satz für das ebene 

Dreieck. 

(Von Herrn J. Lappe in Neu-Dietendorf bei Gotha.) 



Xra 68«*«° Bande dieses Journals p. 208 erwähnt Herr Schröter in dem 
Vorworte zu seiner Abhandlung „Erweiterung* einiger bekannten Eigenschaften 
des ebenen Dreiecks^ den von Feuerbach gefundenen Satz, dass der durch 
die Milien der Seiten eines Dreiecks gehende Kreis die vier dem Dreiecke 
einbeschriebenen Kreise gleichzeitig berührt, mit dem Bemerken, dass er häu- 
figer angeführt als bewiesen worden sei. 

Ich erlaube mir im Folgenden eine möglichst natürliche Entwickelung 
dieses Satzes zu geben, mit Hülfe der allgemeinen Gesetze der Kreisberührung, 
als deren specieller Fall er sich im Wesentlichen erweisen wird, indem ich 
das zum Beweise nölhige Material kurz vorausschicke. 

I. Sind Jtf|, JHfj, M^ und M^ die Mittelpunkte der drei äusseren und 
des inneren Berührungskreises*) eines Dreiecks /i/2«^3? so bildet die Ecke Ji 
gleichzeitig den inneren Aehnlichkeitspunkt der beiden äusseren Berflhrungs- 
kreise JHf;, M^ und den äusseren Aehnlichkeitspunkt des dritten äusseren nnd 
des inneren Berfihrungskreises, d.h. der Kreise Mi^M^; Aehnliches gilt für die 
Ecken J2 und J3. 

Da die Centrale M^M^ den Winkel J2«^i«^3 und die Centrale if, Jfj dessen 
Nebenwinkel halbirt, so steht M^M^ senkrecht auf M2M3 und aus gleichem 
Grunde M2M:^ auf M^M^^ M^M^ auf M^Mi^ so dass MiM^^ M^M^^ M^M^ die 
Höhen des Milteipunktdreiecks M1M2M3 bilden und ^4 den Höhendurchschnitis-** 
punkt desselben. 

Bezeichnet man mit n^ den Potenzpunkt derjenigen drei Kreise, welche 
nach Ausschluss des Kreises Mi von den vier Kreisen Mi^ iMj^ M^^ M^ übrig 
bleiben, so ist n^n^^ Verbindungslinie von n^ und tij, die Potenzlinie der 
Kreise ^3, itf^, sie steht demnach senkrecht auf der Centrale M^M^ derselben 



*) Der Kürze wegen werde ich im Folgenden die Kreise durch ihre Mittelpunkt» 
bezeichnen. 

49» 
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und ist, nach dem Vorhergehenden, parallel der Centrale JlfjJ/s, ebenso ist 
allgemein 71^77^ parallel Jlf.Jüfi; zwischen den 6 Geraden 71^71^ finden daher die- 
selben Beziehungen statt, die wir oben zwischen den JUiM^ gefunden haben, 
es steht nämlich tt^ti^ senkrecht auf 71^712 y 71271^ senkrecht auf 7Ji7ii^ und 71^71^ 

' senkrecht auf 7(2713. Die Potenzlinien der drei äusseren Beruhrungskreise sind 
also die Lothe des durch die drei übrigen Potenzlinien gebildeten Dreiecks. 

Mit j9i, J92 9 Pz bezeichne ich die Jlilten der drei Seilen Jj^^j, JaJ,, 
JiJj- Dies vorausgesetzt bolrachle ich die Seile J,t/2, welche eine der beiden 
gemeinschaftlichen äusseren Tangenten der Kreise Jlfx, J/2 bildet und von diesen 
Kreisen in den Punkten aj, 63 berührt werden möge, sodass 0363 diejenige 
Strecke ist, die man als die Länge der äusseren gemeinschaftlichen Tangente 
der Kreise Mi^ M2 bezeichnen kann. Die Kreise J/x, M2 besitzen ausser 
ihrem Paar äusserer gemeinschaftlichen Tangeuten noch ein Paar innerer ge- 
meinschaftlichen Tangenten, deren Länge «^^^6^^^, zwischen den BerOhrungs- 

'punkten gemessen, sich in doppelter Weise durch die Doppelgleichung 

a^'^b^'^=J,a3-J,b3^J2b3-J,a3 
ausdrücken lässt. Da nun ferner 

«3^3 = J^i ÖJ + Jl 63 = •/2 63 + J2 Ö3 'i 

so ergiebt sich 

d. h. der Halbirungspunkt p^ von J1J2 ist zugleich Halbirungspunkt von a^bj 
oder, was dasselbe ist, p^ liegt auf der Potenzlinie der Kreise if|, JHf;, also 
auf der Geraden 71^71^. Mit derselben Leichtigkeit beweist man, dass p^ auf 
7ii7i2 liegt, dass also p^ den Durchschnitt von 773774 und 77|772 bildet. Aehnliches 
gilt von pi und p2. Daher kann man das gewonnene Resultat in folgendem 
Lehrsatz zusammenfassen: 

Aus einem gegebenen Dreieck leite man mit Hülfe seiner vier Beruh" 
rungskreise ein neues Dreieck dergestalt aby dass der aus je zwei äusseren 
und dem inneren Berührungskreise gebildete Potenzpunkt je eine Ecke des 
neuen Dreiecks ist, dann fallen die Höhen fusspunkte des neuen Dreiecks mit 
den Mitten der Seiten des gegebenen Dreiecks zusammen. 

IL Durch ^3, den Fusspunkt des von J3 auf J1J2 gefällten Lothes, lege 
ich einen Kreis a, welcher die Kreise ifj, M2 von aussen berührt, und durch 
/I3, die Mitte der Seite /it/2, einen Kreis a, , welcher die Kreise 3f,, M2 
ebenfalls von aussen berührt, dann werde ich in Folgendem zeigen, dass die 
beiden Kreise a und a^ zusammenfallen. 
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Man kann q^ als einen zu einem Punkte reducirten Kreis, die Süssere 
Tangente J1J2 der beiden Kreise ifi, M2 als einen Kreis von unendlichem 
Radius auffassen, dann wird der innere Aehnlichkeilspunkt r^ der Kreise a und 
J1J2 auf dem Kreise a liegen und der Polenzpunkt der drei Kreise Mi^ üf,, 
^3 sein, ebenso wird auch der Potenzpunkt (I3 der drei Kreise M^^ Jlfj, p^ 
auf dem Kreise «j liegen; r^ und ^3 liegen selbstverständlich auf der Potenz- 
linie 713714 der beiden Kreise ifj und M2. 

Denkt man sich den durch J3, q^ und den äusseren Aehnlichkeitspunkt 
J3 der beiden Kreise ilf|, M2 gelegten Kreis, so liegt dessen Mittelpunkt n 
in der Centrale üfjifs und halbirt die Strecke J^A^. 

Nach einem bekannten Satze ist die Potenzlinie der Kreise ilf|, M2 
auch die der Kreise n und Jlf. , und n und M2. Zieht man daher die den 
Kreis n in q^ berührende Tangente, welche die Potenzlinie 773 714 in r^ treffen 
möge, so ist (r^q^Y^ die Potenz des Punktes r^ in Bezug auf Kreis n, oder 
auch auf den zu einem Punkte reducirten Kreis 93, gleich der Potenz des 
Punktes r^ in Bezug auf die Kreise iHf^, ^2; ^3 ist also Potenzpunkt von 
Jtfj, Mi^ qy. 

Die Potenzlinie 713774 von Mi und M2 trifft, wie oben gezeigt wurde, 
die J1J2 in dem Halbirungspunkte p^ der Strecke Ji/s? das Dreieck p^r^qy 
ist gleichschenklig, denn 

^r^Piqz = 9Q^' — ^JzA^q^^ 

^n qyfz = 90" — Z.11 ^3^3 = 9(y'— ^3^3 ^3 = ^ np^q^^ 
in Folge dessen ist r^ auch Potenzpunkt von itfi, Ufa? ^3 und fällt demnach 
mit if zusammen. Daher geht die Potenzlinie F3 der beiden Punkte /I3 und 
^3, d.h. die in der Mitte der Strecke p^q^ errichtete Normale, auch durch Ts, 
welcher Punkt sich demnach am kürzesten als Durchschnitt der Linien JP3 
und 713714 definiren lässt. 

Da nun der Kreis a durch r^ geht und die Kreise iHf,, M2 von aussen 
berührt, und da der Kreis a^ ebenfalls durch r^ (identisch mit (I3) geht und 
die Kreise JHfi, M2 von aussen berührt, da ferner die beiden Kreise a und 
a, nach Voraussetzung dieselbe äussere Tangente J1J2 der Kreise iHi, M2 in 
den Punkten q^ resp. p^ schneiden, so fallen sie zusammen in einen Kreis a, 
welcher durch die Punkte /7j , ^3, r^ geht und die Kreise JHfi, üf, von aussen berührt. 

Der Kreis a ist durch die drei Punkte /I3, 93, r^ vollständig bestimmt, 

ein durch diese Punkte gehender Kreis berührt also die Kreise M^ und Jf, 

> 

von aussen, oder mit anderen Worten: 
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Zwei äussere Berübrungskreise eines Dreiecks, zu welchen die eine 
Seile äussere und die beiden anderen innere Tangenten sind, werden von 
dem Kreise gleichartig von aussen berührt, welcher durch die Mitte der 
die äussere Tangente bildenden Seite, durch den auf derselben liegenden 
Höhenfusspunkt und durch den Durchschnittspunkt der Potenzlinien dieser 
beiden Punkte und der beiden Berährungskreise des Dreiecks geht. 

Es lässt sich nun auf dieselbe Weise, wie eben geschehen ist, nach- 
weisen und bedarf keiner ausfflhrlicheren Ableitung, dass auch jedesmal ein 
äusserer und der innere Beruhrungskreis eines Dreiecks, zu welchen die eine 
Seite als innere Tangente und die beiden übrigen als äussere Tangenten ge- 
hören, von dem Kreise ungleichartig berührt werden, welcher durch die Mitte 
ßev die innere Tangente bildenden Seite, durch den auf derselben liegenden 
Höhenfusspunkt und durch den Durchschnittspunkt der Potenzlinien dieser 
beiden Punkte und der beiden Berührungskreise des Dreiecks geht. 

Danach wird ein Kreis ß, welcher die Punkte p^^ q^ und den Punkt 
«3 enthält, in dem sich die Potenzlinie P3 der Punkte ^3, q^ mit der Potenz- 
linie 71 ^n^ der Kreise ^3, ATj schneidet, die Kreise ^fj, ilf* ungleichartig berühren. 

Da die Punkte r^^ p^ auf 71:^71^ und die Punkte ^3, p^ auf ttiTIj liegen, 
und da TrjTr, normal auf Tr^n^ steht, wie in I. nachgewiesen wurde, so ist 
^^3/^3 «3 ein rechter, und es ist leicht einzusehen, dass ^r^q^Si ihm gleich ist, 
so dass sich durch die vier Punkte r^^ ^3, «3, ^3 ein Kreis ^3 legen lässt. 

Nun geht aber der Kreis a durch die drei Punkte p^^ ^j, r^ des 
Kreises &3, und der Kreis (3 durch die drei Punkte p^^ ^j, s^ des Kreises k^^ 
so dass die Kreise a und ß mit dem Kreis k^ zusammenfallen, welcher letztere 
daher die Eigenschaften der beiden Kreise a und ß in sich vereinigt. Es 
wird daher der durch die vier Punkte p^^ ^3, rj, *3 gelegte Kreis A3 die 
vier Kreise iüf,, M^^ M^^ M^ berühren und zwar ^,, M^ gleichartig von aussen, 
ifj, illf4 ungleichartig, indem, wie die Anschauung lehrt, k^ den inneren Be- 
ruhrungskreis M^ stets von innen berühren wird. 

Da sich durch die Mitte p^ der Seite J^J^ und durch den auf derselben 
liegenden Höhenfusspunkt q^ ein Kreis ^^3 legen lässt, welcher die drei äusseren 
Berührungskreise M^^ Jtf,, ^3 von aussen und den inneren Berührungskreis 
M^ von innen berührt, wird man durch die Mitte p> der Seite J1J3 und den 
auf derselben liegenden Höhenfusspunkt qi einen Kreis ki legen können, welcher 
Jlf,, M^-i M3 von aussen, M^ von innen berührt, und ebenso durch die Mitte 
Pi der Seite J^J^ und durch den auf derselben liegenden Höhenfusspunkt ^i 
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einen Kreis ki , welcher gleichfalls die drei äusseren Beruhrungskreise 3/i, M2 , M;^ 
von aussen und den inneren Berührungskreis M^ von innen berührt. 

Da es aber nur einen Kreis giebt, welcher drei gegebene andere 
Kreise von aussen berührt, so fallen die Kreise fti, ^>, *3, von denen jeder 
die drei äusseren Berührungskreise des Dreiecks JxJ^Jz von aussen berührt, 
in einen Kreis k zusammen, welcher die Eigenschaften von Atj, k^ und ^3 in 
sich vereinigt; der Kreis k gehl also durch die Mitten /?|, p>^ p^ der Seiten 
des Dreiecks JiJ2Ji und durch die auf denselben liegenden Höhenfuss- 
punkte 9i, ^2, qz und berührt die vier Berührungskreise J/j, J/o, 3/j, M^ des 

Dreiecks JiJiJi- 

Der Kreis k ist durch die drei auf seinem Umfang liegenden Punkte 
Pi'i Pi'i Pi vollständig bestimmt, man kann daher das gewonnene Resultat auch 
so aussprechen, dass ein durch die Mitten der Seiten eines Dreiecks gehender 
Kreis die auf denselben liegenden Höhenfusspunkle enthält und die vier Be- 
rührungskreise des Dreiecks berührt, q. e. d. 

111. Es lässt sich aus dem Vorhergehenden eine Folgerung ziehen, 
welche als eine Erweiterung des eben bewiesenen Satzes anzusehen ist. 

Wie in I. gezeigt wurde, sind die 31illen pi^ //,, p^ der Seilen des 
Dreiecks JiX/j die Höhenfusspunkle des Dreiecks ti^^ti^tx^^ dessen Seiten und 
Normalen die sechs zu den vier Berührungskreisen J/|, M^^ J/,, M^ des Drei- 
ecks t/i/z'/a gehörigen Potenzlinien sind. Indem also der Kreis k durch die 
Höhenfusspunkle /?, , p^^ p^ des Dreiecks nj^n^^i geht, werden die Punkte «, , 
«2, «3, in denen er die Seiten dieses Dreiecks zum zweiten 3Iale schneidet, 
die Mitten der Seilen desselben sein, der Kreis ä wird demnach auch die vier 
Berührungskreise des Dreiecks n^n^n^ berühren. Die sechs Potenzlinien, welche 
zu diesen vier Berührungskreisen gehören, bilden nun wieder die Seiten und 
Kormalen eines Dreiecks n\'nl7}l^ dessen Höhenfusspunkle die Mitten s^^ «29 *i 
des Dreiecks ti^ti^tj:^ sind, und da der Kreis k durch die Höhenfusspunkle 
«i, «2 9 «3 des Dreiecks n\nlni geht, so wird er auch durch die jMillen der 
Seilen desselben gehen und die vier Berührungskreise desselben berühren. Die 
sechs Potenzlinien, welche zu diesen vier Berührungskreisen gehören, werden 
nun wieder die Seiten und Normalen eines Dreiecks tiItiItj] bilden und man 
sieht, wie auf diese Weise eine unendliche Reihe von Dreiecken 71^712^11 
7i\7i\7il^ TiWiTil^ ... 77p*7iT~'7i7-', iJ'Tii"/?" entsteht, deren Höhenfusspunkle 
und Seilenmitten auf einem Kreise liegen, welcher auch die Berührungskreise 
der Dreiecke berührt. 



392 Lappe, über den FeuerbcuAschen Satz, 

Es lassen sich nun die Beziehungen, welche zwischen den Winkeln 
zweier Dreiecke dieser Reihe stattfinden, leicht ermitteln. Sind nämlich 
TiJ*, 71?, 7i" die Winkel des Dreiecks TC^n^n"^^ und 7ir~\ tC^"^^ t??"* die Winkel 
des Dreiecks 7ir"'7i?~'7iJ'~*, so ist 

(1.) 7ir = 2~^ , 71? = ^ ' , ^? = 2""^' 

und bezeichnet man die Winkel des Dreiecks J^J^Jz mit Ji, «/i, ./a, so ist 

(2.) Ti^r = 60" 4- (- \Y. {J, - 60*0 
ijiT = 60" + (-ir.('A-60"). 
Aus diesen Gleichungen folgt, dass jeder Winkel eines Dreiecks dieser Reihe 
näher an 60' ist, als der entsprechende Winkel des ihm in der Reihe vor- 
hergehenden Dreiecks, und dass sich diese Dreiecke dem gleichseitigen immer 
mehr nähern; auch würde sich leicht zeigen lassen, dass der Inhalt derselben 
stetig zunimmt, bis er sein Maximum im gleichseitigen Dreieck erreicht. 

Neu-Dietendorf bei Gotha, 1869. 
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